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1 Introduction

この講演を通して，次の記号を用いる：

G = Gn := GL(n,R) 一般線型群 (general linear group),

g = gn := Lie(G)
(
= Mn(R)

)
Gに付随する Lie代数,

K = Kn := O(n) Gの極大コンパクト部分群.

まず，簡約 Lie群の表現論における基本的な概念を紹介する（詳しくは [Kn2], [Wa]を参照）．

(π,Hπ)をGのHilbert表現（表現空間がC上のHilbert空間である表現）とし，

H∞
π := {v ∈ Hπ | G ∋ g 7→ π(g)v ∈ HπはC∞級 }

とおく。このとき，Hπ上のGの作用から，H∞
π 上の gの作用が次のように誘導される：

π(X)v :=
d

dt
π(exp(tX))v

∣∣∣∣
t=0

(X ∈ g, v ∈ H∞
π ).

Hπ の元 vに対して，{π(k)v | k ∈ K}が生成するHπ の部分空間が有限次元であるとき，vは

K-finiteであるという．

Hπ,K := {v ∈ H∞
π | vはK-finite}

とおくと，Hπ,KはHπの稠密な部分空間である．(π,Hπ,K)は g-加群かつK-加群であり，(g, K)-

加群と呼ばれるものになる．また，コンパクト群の表現については，

• コンパクト群のHilbert表現はユニタリ化可能であり，完全可約である，

• コンパクト群の既約表現は有限次元である，

などが成り立ち，自然な射HomK(Vτ , Hπ,K)⊗ Vτ ∋ T ⊗ v 7→ T (v) ∈ Hπ,K から

Hπ,K ≃
⊕

(τ,Vτ )∈K̂

HomK(Vτ , Hπ,K)⊗ Vτ .

という同型が得られる．ここで，K̂はKの既約表現の同型類全体のなす集合である．Kの既約

表現 (τ, Vτ )がHomK(Vτ , Hπ,K) ̸= {0}を満たすとき，τ を πのK-タイプという．

すべてのKの既約表現 (τ, Vτ )に対してHomK(Vτ , Hπ,K)が有限次元であるとき，GのHilbert

表現 πは admissibleであるという．本講演では，主にGの既約 admissible表現を扱う．

命題 1� �
πがGの既約ユニタリ表現であるとき，πは admissibleである．� �
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注意 1 Π ≃ Π∞ ⊗
⊗′

pΠpをGL(n,AQ)の cuspidal保型表現とするとき，ある t ∈ Rが存在して
Π⊗ | det |−tAQ

は既約ユニタリ表現となるから，無限素点における局所成分Π∞ ⊗ | det |−tも
既約ユニタリ表現である．よって，命題 1より，Π∞は既約 admissible表現だとわかる．

命題 2� �
Gの admissibleなHilbert表現 (π,Hπ)に対して，πがGの既約表現であるための必要十分条

件は πが既約 (g, K)-加群であることである．� �
今日の講演の内容は以下のとおりである：

• Gnの既約 admissible表現の (g, K)-加群としての同型類を分類し，L因子を定義する．

また，Gnの cohomological表現について知られている事実を紹介する．

• G3上のWhittaker関数の明示式と，それを用いた局所ゼータ積分の計算を紹介する．

2 一般主系列表現

ν ∈ C, δ ∈ {0, 1}, l ∈ Z>0に対して，次のように χ(ν,δ)とD(ν, l)を定義する：

• χ(ν,δ) : G1 = R× → C×を χ(ν,δ)(t) = sgn(t)δ|t|ν .

• (D(ν, l), VD(ν, l)
)を以下を満たすG2 = GL(2,R)の既約Hilbert表現とする：

D(ν, l)(t12) = t2ν (t ∈ R+), D(ν, l)|SL(2,R) = D+
l ⊕D−

l .

ここで，D+
l は SL(2,R)の最低ウェイト l + 1の正則離散系列表現 (holomorphic discrete

series representation)とし，D−
l はその反傾表現とする．このような表現D(ν, l)は，同型を

除いて唯 1つに定まる．

注意 2 SL(2,R)の最低ウェイト l + 1の正則離散系列表現D+
l は，上半平面 {z ∈ C | Im(z) > 0}

上のウェイト l + 1の正則保型形式に対応する表現である．

n1 + n2 + · · ·+ nr = nを満たす n1, n2, · · · , nr ∈ {1, 2}に対して，P = Pn1,n2,··· ,nr を

p =


p1 ∗ · · · ∗

p2
. . .

...
. . . ∗

pr

 (pj ∈ Gnj
, j = 1, 2, · · · , r) (2.1)

という形の元全体のなすG = Gnの部分群とする．このような P をGの標準放物型部分群とい

う．δP : P → R+を P のmodulus，すなわち，P 上の左不変測度 dLhに対して∫
P

f(hp)dLh = δP (p)

∫
P

f(h)dLh

で定まる P 上の関数とする．
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例 1 p ∈ P に対して，p1, p2, · · · prを (2.1)のようにとる．

(1) P = P1,1,··· ,1 ⊂ Gnであるとき，δP (p) =
n∏
j=1

|pj|n+1−2jとなる．

(2) P = P2,1 ⊂ G3であるとき，δP (p) =
| det p1|
|p2|2

となる．

j = 1, 2, · · · , rに対して，

nj = 1ならば σj = χ(νj ,δj), nj = 2ならば σj = D(νj , lj)

という形のGnj
の既約Hilbert表現 (σj, Vσj)をとり，これらの既約Hilbert表現からP = Pn1,n2,··· ,nr

の既約Hilbert表現 (σ, Vσ)を

σ(p) = σ1(p1)⊗ σ2(p2)⊗ · · · ⊗ σr(pr) (p ∈ P ), Vσ = Vσ1 ⊗ Vσ2 ⊗ · · · ⊗ Vσr

で定義し，Vσ上の内積を (·, ·)σと書く．ここで p ∈ P に対して，p1, p2, · · · prは (2.1)のように

とる．この P の表現 (σ, Vσ)からGの表現 (πσ, Hπσ)を次のように定義する：

• 表現空間：H0
πσ := {f : G→ Vσ 連続 | f(pg) = δP (p)

1
2σ(p)f(g) (p ∈ P, g ∈ G)} を内積

(f1, f2)πσ =

∫
K

(f1(k), f2(k))σdk (f1, f2 ∈ H0
πσ)

によって完備化して得られるHilbert空間をHπσ とする．

• 作用：右移動 (πσ(g)f)(h) = f(hg) (g, h ∈ G, f ∈ H0
πσ)からHπσ上の作用 πσを誘導する．

このGの表現πσを IndGP (σ1, σ2, · · · , σr)という記号で表し，一般主系列表現 (generalized principal

series representation)という．

定理 1 ([Kn1, Theorem 1])� �
(1) Re(ν1) ⩾ Re(ν2) ⩾ · · · ⩾ Re(νr)を満たすとき，πσは唯 1つの既約な商表現をもつ．こ

の既約な商表現を J(σ1, σ2, · · · , σr)という記号で表し，Langlands商という．

(2) 任意のGの既約 admissible表現 πに対して，πと (g, K)-加群として同型となるような

Langlands商 J(σ1, σ2, · · · , σr)が存在する．

(3) 2つのLanglands商 J(σ1, σ2, · · · , σr)と J(σ′
1, σ

′
2, · · · , σ′

r′)が (g, K)-加群として同型とな

るための必要十分条件は，r = r′かつ σ′
1 = σs(1), σ

′
2 = σs(2), · · · σ′

r = σs(r)となる置換

s ∈ Srが存在することである．� �
注意 3 定理 1 (1) の条件は [Kn1, Theorem 1]と異なるが，この部分は [Kn1, Theorem 1]の誤

植であることを都築正男氏（上智大学）に指摘していただいた．このことは一般の場合の

Langlands分類 [Kn2, Theorem 14.92]と比較することでわかる．

注意 4 ほとんどの ν1, ν2, · · · νrに対して，一般主系列表現 IndGP (σ1, σ2, · · · , σr) は既約である．
一般主系列表現が可約になる条件については [SV]を参照．

注意 5 P2 = G2であり，IndG2
P2
(D(ν, l)) ≃ D(ν, l)となる．
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3 局所Langlands対応

RのWeil群WR := C× ⊔ (C×κ) (κ2 = −1, κzκ = −z (z ∈ C×)) の表現について考える．

ν ∈ C, δ ∈ {0, 1}, l ∈ Z⩾0に対して，WRの表現 ϕδνと ϕν, lを次のように定義する：

• 1次元表現 ϕδν : WR → C×を ϕδν(z) = |z|2ν (z ∈ C×), ϕδν(κ) = (−1)δで定める．

• 2次元表現 ϕν, l : WR → GL(2,C)を

ϕν, l(z) = |z|2ν−l
(
zl 0

0 zl

)
(z ∈ C×), ϕν, l(z) =

(
0 (−1)l

1 0

)

で定める．l > 0ならば ϕν, lは既約であり，ϕν,0 ≃ ϕ0
ν ⊕ ϕ1

νとなる．

命題 3� �
WRの既約表現の同型類は {ϕδν | ν ∈ C, δ ∈ {0, 1}} ∪ {ϕν, l | ν ∈ C, l ∈ Z>0}で尽くされる．� �
ν ∈ C, δ ∈ {0, 1}, l ∈ Z>0に対して，

ϕ[χ(ν,δ)] = ϕδν , ϕ[D(ν, l)] = ϕν, l

と定義する．Gnの既約許容表現πに対して，(g, K)-加群として同型なLanglands商J(σ1, σ2, · · · , σr)
をとり，WRの n次元表現 ϕ[π]を

ϕ[π] = ϕ[σ1]⊕ ϕ[σ2]⊕ · · · ⊕ ϕ[σr]

と定義する．この ϕ[π]を πの Langlandsパラメーターという．定理 1と命題 3より，Langlands

パラメーターはwell-definedであり，次の局所 Langlands対応が得られる．

定理 2 ([Kn1, Theorem 2])� �
Gnの既約 admissible表現の (g, K)-加群としての同型類全体の集合からWRの完全可約な n

次元表現の同型類全体の集合への全単射が π 7→ ϕ[π]で与えられる．� �
次に，L因子と ϵ因子を定義する．ψR : R → C×を標準指標，すなわち，

ψR(t) = exp(2π
√
−1t) (t ∈ R)

とする．ν ∈ C, δ ∈ {0, 1}, l ∈ Z>0に対して，Weil群WRの既約表現ϕδν , ϕν, lのL因子と ϵ因子を

L(s, ϕδν) := ΓR(s+ ν + δ), ϵ(s, ϕδν , ψR) := (
√
−1)δ,

L(s, ϕν, l) := ΓC(s+ ν + l/2), ϵ(s, ϕν, l, ψR) := (
√
−1)l+1

と定義する．ここで，ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) := 2(2π)−sΓ(s)とする．Weil群WRの完全可

約な表現 ϕの既約分解を ϕ =
⊕r

j=1 ϕjとするとき，ϕの L因子と ϵ因子を

L(s, ϕ) :=
r∏
j=1

L(s, ϕj), ϵ(s, ϕ, ψR) :=
r∏
j=1

ϵ(s, ϕj, ψR)
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と定義する．π と π′ をそれぞれ Gn と Gn′ の既約 admissible表現とするとき，L因子 L(s, π),

L(s, π × π′)と ϵ因子 ϵ(s, π, ψR), ϵ(s, π × π′, ψR)を Langlandsパラメーターを用いて

L(s, π) := L(s, ϕ[π]), ϵ(s, π, ψR) := ϵ(s, ϕ[π], ψR),

L(s, π × π′) := L(s, ϕ[π]⊗ ϕ[π′]), ϵ(s, π × π′, ψR) := ϵ(s, ϕ[π]⊗ ϕ[π′], ψR)

と定義する．ここで，ϕ[π]⊗ ϕ[π′]を書き下すには，次の補題を用いればよい．

補題 1� �
ν, ν ′ ∈ C, δ, δ′ ∈ {0, 1}, l, l′ ∈ Z>0に対して，

ϕδν ⊗ ϕδ
′

ν′ ≃ ϕ
|δ−δ′|
ν+ν′ , ϕν, l ⊗ ϕδ

′

ν′ ≃ ϕν+ν′, l, ϕν, l ⊗ ϕν′, l′ ≃ ϕν+ν′, l+l′ ⊕ ϕν+ν′, |l−l′|

が成立する．� �
例 2 π = IndG3

P2,1
(D(ν1, l), χ(ν2,δ)), π

′ = D(ν′, l′)に対して，その Langlandsパラメーターは

ϕ[π] = ϕν1, l ⊕ ϕδν2 , ϕ[π′] = ϕν′, l′

であるから，補題 1より，ϕ[π]⊗ ϕ[π′] = ϕν1+ν′, l+l′ ⊕ ϕν1+ν′, |l−l′| ⊕ ϕν2+ν′, l′となる．よって，

L(s, π × π′) = ΓC

(
s+ ν1 + ν ′ +

l + l′

2

)
ΓC

(
s+ ν1 + ν ′ +

|l − l′|
2

)
ΓC

(
s+ ν2 + ν ′ +

l′

2

)
,

ϵ(s, π × π′, ψR) = (
√
−1)l+2l′+3+|l−l′|

となることがわかる．

4 cohomological表現

最高ウェイト理論により，Gnの代数的既約有限次元表現の同型類全体の集合と

{µ = (µ1, µ2, · · · , µn) ∈ Zn | µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µn} (4.1)

の間に 1対 1対応が与えられる．以下，集合 (4.1)の元 µに対応するGnの代数的既約有限次元表

現を (ρµ, Fµ)と表記する．また，(ρµ, Fµ)の反傾表現を (ρ̃µ, F̃µ)と表記する．

Hq(gn, SO(n)R+;Hπ,K⊗ F̃µ) ̸= {0}となる q ∈ Z⩾0が存在するとき，Gの既約許容表現 (π,Hπ)

は µに関して cohomologicalであるという．

定理 3 (Clozel [Cl])� �
Π ≃ Π∞ ⊗

⊗′
pΠp を GL(n,AQ)の cuspidal保型表現とし，Π∞ は µ = (µ1, µ2, · · · , µn)に

関して cohomologicalであるとする．このとき，ある w ∈ Zが存在して，µj + µn+1−j = w

(j = 1, 2, · · · , n)となる．さらに次のように，Π∞は一般主系列表現と同型になる：

• n = 2rのとき，Π∞ ≃ IndGn
P2,··· ,2

(D(w/2, l1), · · · , D(w/2, lr)),

• n = 2r + 1のとき，Π∞ ≃ IndGn
P2,··· ,2,1

(D(w/2, l1), · · · , D(w/2, lr), χ(w/2,δ)) (∃δ ∈ {0, 1}).

ここで，lj = µj − µn+1−j + n+ 1− 2j (j = 1, 2, · · · , r)とする．� �
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定理 4 (Borel–Wallach [BW])� �
µ = (µ1, µ2, · · · , µn) ∈ Znとw ∈ Zがµ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · ⩾ µnとµj+µn+1−j = w (j = 1, 2, · · · , n)
を満たすとし，lj = µj − µn+1−j + n+ 1− 2j (j ∈ Z, 1 ⩽ 2j ⩽ n)とおく．

(1) n = 2rのとき，π = IndGn
P2,··· ,2

(D(w/2, l1), · · · , D(w/2, lr))とおくと，(π,Hπ)は既約であり，

次の同型が成り立つ：

Hq(gn, SO(n)R+;Hπ,K ⊗ F̃µ) ≃ C2 ⊗
q−r2∧

Cr−1.

(2) n = 2r+1のとき，δ ∈ {0, 1}に対して，π = IndGn
P2,··· ,2,1

(D(w/2, l1), · · · , D(w/2, lr), χ(w/2,δ))

とおくと，(π,Hπ)は既約であり，次の同型が成り立つ：

Hq(gn, SO(n)R+;Hπ,K ⊗ F̃µ) ≃
q−r(r+1)∧

Cr.� �
5 Whittaker関数

Gの Iwasawa分解G = NAKを次のようにとる：

N = Nn :=

x =


1 x1,2 · · · x1,n

1
. . .

...
. . . xn−1,n

1


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
xi,j ∈ R (1 ⩽ i < j ⩽ n)

 ,

A = An :=

y =


y1y2 · · · yn

y2 · · · yn
. . .

yn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣ yi ∈ R+ (1 ⩽ i ⩽ n)

 ,

K = Kn := O(n).

非自明なユニタリ指標 ψ : R → C×に対して，ψN : N → C×を

ψN(x) = ψ(x1,2 + x2,3 + · · ·+ xn−1,n) (x = (xi,j) ∈ N)

と定義し，

C∞(N\G;ψ) := {f ∈ C∞(G) | f(xg) = ψN(x)f(g) (x ∈ N, g ∈ G)}

とおく．Gはこの空間に右移動で作用するとし，K-finiteな元全体のなすC∞(N\G;ψ)の部分空
間をC∞(N\G;ψ)Kで表す．
Gの既約 admissible表現 (π,Hπ)に対して，

Iπ,ψ := {Φ ∈ Homg,K(Hπ,K , C
∞(N\G;ψ)K) | Φ(v)は緩増加 (v ∈ Hπ,K)}

とおく．このとき，次の命題が成立する．
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命題 4 (Shalika, Wallach)� �
任意のGの既約 admissible表現 πに対して，dim Iπ,ψ ⩽ 1が成立する．� �

Iπ,ψ ̸= {0}であるとき，πは genericであるといい，

W(π, ψ) := {Φ(v) | Φ ∈ Iπ,ψ, v ∈ Hπ,K}

を πのWhittaker模型という．また，W(π, ψ)の元を πのWhittaker関数という．

命題 5 ([Ja, Lemma 2.5])� �
Gの既約 admissible表現 (π,Hπ)が genericであるための必要十分条件は，πが既約な一般主

系列表現 IndGP (σ1, σ2, · · · , σr)と (g, K)-加群として同型となることである� �
注意 6 Π ≃ Π∞ ⊗

⊗′
pΠpをGL(n,AQ)の cuspidal保型表現とするとき，Πは genericであるか

ら，その無限素点における局所成分Π∞も genericである．

(τ, Vτ )を πのK-タイプとし，φ : Vτ → W(π, ψ)をK-準同型とする．g ∈ Gを Iwasawa分解

G = NAKに沿って g = xyk (x ∈ N , y ∈ A, k ∈ K)と分解したとき，

φ(v)(g) = ψ(x)φ(τ(k)v)(y) (v ∈ Vτ )

となるから，φはφ(v)|A (v ∈ Vτ )で特徴づけられることがわかる．現在までに，次のような場合

には φ(v)|A (v ∈ Vτ )の明示式が与えられている：

n = 2：任意のG2の genericな既約 admissible表現 πに対して，すべてのK2-タイプにおける

明示式が与えられている．(wellknown)

n = 3：任意のG3の genericな既約 admissible表現 πに対して，極小K3-タイプにおける明示

式が与えられている (石井，織田，眞鍋，宮崎 [HIM1, Theorem 3.1])．

一般のn：Gnの既約な主系列表現 π = IndGn
P1,··· ,1

(χ(ν1,δ1), χ(ν2,δ2), · · ·χ(νn,δn))に対して，極小Kn-

タイプにおける明示式が与えられている (Stade, 石井, 織田 [IO])．

6 Whittaker関数の明示式

本節では，G2とG3の genericな既約 admissible表現のWhittaker関数の明示式の一部を紹介

する．まず，K2の既約表現を構成する．λ ∈ Z>0に対して，V
(2)
λ := Cvλ ⊕ Cv−λ とおき，

τ
(2)
λ

((
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

))
vq = e

√
−1qθvq, τ

(2)
λ

((
−1 0

0 1

))
vq = v−q (q ∈ {±λ})

として，K2の V
(2)
λ 上の作用を定める．このとき，(τ

(2)
λ , V

(2)
λ )はK2の既約表現であり，K2の既

約表現の同型類全体の集合 K̂2は {1, det} ∪ {(τ (2)λ , V
(2)
λ ) | λ ∈ Z>0} で尽くされる．

補題 2� �
ν ∈ Cと l ∈ Z>0に対して，K2の表現としてD(ν,l)|K2 ≃

⊕∞
j=0 τ

(2)
l+1+2j と既約分解される．� �
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定理 5� �
ε ∈ {±1}とする．任意の φ ∈ HomK(V

(2)
l+1,W(D(ν,l), ψ

ε
R))に対して，ある定数Cが存在して，

φ(vε(l+1))(y) = Cy
ν+ l+1

2
1 y2ν2 exp(−2πy1) = C

y
1/2
1 y2ν2

4π
√
−1

∫ α+
√
−1∞

α−
√
−1∞

ΓC

(
s+ ν +

l

2

)
y−s1 ds,

φ(v−ε(l+1))(y) = 0

となる．ここで，y = diag(y1y2, y2) ∈ A2とし，αは十分大きい実数とする．� �
次に，K3の既約表現を構成する．λ = (λ1, λ2) ∈ Z⩾0 × {0, 1} に対して．Pλを z1, z2, z3の λ1
次同次多項式のなすC上のベクトル空間とし，K3のPλ上の作用 Tλを

(Tλ(k)f)(z1, z2, z3) = (det k)λ2f((z1, z2, z3)k) (k ∈ K3, f ∈ Pλ)

で定める．ここで，τ
(3)
λ を V

(3)
λ = Pλ/(z21 + z22 + z23)Pλ−(2,0) 上の Tλ の商表現とする．ただし，

λ− (2, 0) ̸∈ Λ3の場合はPλ−(2,0) = {0}とする．このとき，(τ
(3)
λ , V

(3)
λ )はK3の既約表現であり，

K3の既約表現の同型類全体の集合 K̂3は {(τ (3)λ , V
(3)
λ ) | λ ∈ Z⩾0 × {0, 1}}で尽くされる．

補題 3� �
ν1, ν2 ∈ C, l ∈ Z>0, δ ∈ {0, 1}に対して，π = IndG3

P2,1
(D(ν1,l), χ(ν2,δ))とおく．このGのHilbert

表現 (π,Hπ)に対して，

HomK3(V
(3)
λ , Hπ,K3) ̸= {0} ⇐⇒ λ1 ⩾ l + 1 かつ λ1 + λ2 ≡ l + 1 + δ mod 2

が成立する．さらに，dimHomK3(V
(3)
(l+1,δ), Hπ,K3) = 1となる．� �

λ = (λ1, λ2) ∈ Z⩾0 × {0, 1}とする．m1 +m2 +m3 = λ1を満たすm = (m1,m2,m3) ∈ (Z⩾0)
3に

対して，単項式 zm1
1 zm2

2 zm3
3 の自然な射Pλ → V

(3)
λ による像を uλmと書くことにする．このとき，

{uλm | m = (m1,m2,m3) ∈ (Z⩾0)
3, m1 +m2 +m3 = λ1}

は V
(3)
λ を生成する．（λ1 ⩾ 2ならば線形独立ではないので基底ではない．）

定理 6 (宮崎 [HIM1, Theorem 3.1 (ii)])� �
ε ∈ {±1}とする．ν1, ν2 ∈ C, l ∈ Z>0, δ ∈ {0, 1}とし，π = IndG3

P2,1
(D(ν1,l), χ(ν2,δ)) は既約で

あると仮定する．任意の φ ∈ HomK(V
(3)
(l+1,δ),W(π, ψεR))に対して，ある定数 C が存在して，

m1 +m2 +m3 = l + 1を満たす任意のm = (m1,m2,m3) ∈ (Z⩾0)
3に対して，

φ(u(l+1,δ)
m )(y) =C(ε

√
−1)m1−m3y1y2(y2y3)

2ν1+ν2

× 1

(2π
√
−1)2

∫ α2+
√
−1∞

α2−
√
−1∞

∫ α1+
√
−1∞

α1−
√
−1∞

ΓC

(
s1 + ν1 +

l

2

)
ΓC

(
s2 − ν1 +

l

2

)
× ΓR(s1 + ν2 +m1)ΓR(s2 − ν2 +m3)

ΓR(s1 + s2 +m1 +m3)
y−s11 y−s22 ds1ds2

となる．ここで，y = diag(y1y2y2, y2y3, y3) ∈ A3とし，α1, α2は十分大きい実数とする．� �
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7 局所ゼータ積分

ε ∈ {±1}とする．πと π′をそれぞれGn+1とGnの genericな既約 admissible表現とする．

W ∈ W(π, ψεR)とW ′ ∈ W(π, ψ−ε
R )に対して，局所ゼータ積分Z(s,W,W ′)を

Z(s,W,W ′) =

∫
Nn\Gn

W

(
h

1

)
W ′(h)| det(h)|s−

1
2dḣ

で定義する．ここで，dḣはNn\Gn上の右Gn-不変測度とする．このとき，次の定理が成り立つ．

定理 7 (Jacquet–Shalika [JS])� �
πとπ′をそれぞれGn+1とGnの genericな既約 admissible表現とする．任意のW ∈ W(π, ψεR)

とW ′ ∈ W(π′, ψ−ε
R )に対して，

Z(s,W,W ′)

L(s, π × π′)
は整関数であり，局所関数等式

Z(1− s, W̃ , W̃ ′)

L(1− s, π̃ × π̃′)
= ϵ(s, π × π′, ψR)

Z(s,W,W ′)

L(s, π × π′)

を満たす．ここで，π̃と π̃′はそれぞれ πと π′の反傾表現とし，W̃ と W̃ ′は次のようにとる：

W̃ (g) = W

 1

· · ·
1

tg−1

, W̃ ′(h) = W ′

 1

· · ·
1

th−1

 (g ∈ Gn+1, h ∈ Gn).

� �
定理 8 (Jacquet [Ja])� �
πと π′をそれぞれGn+1とGnの genericな既約 admissible表現とするとき，

m∑
j=1

Z(s,Wj,W
′
j) = L(s, π × π′).

を満たす (Wj,W
′
j) ∈ W(π, ψεR)×W(π, ψ−ε

R ) (1 ⩽ j ⩽ m)が存在する．� �
さらに，Whittaker関数の明示式を用いた計算により，次の 2つの定理が証明される．

定理 9 (Stade [St])� �
πと π′をそれぞれGn+1とGnの既約な不分岐主系列表現

π = Ind
Gn+1

P1,··· ,1
(χ(ν1,0), χ(ν2,0), · · ·χ(νn+1,0)), π′ = IndGn

P1,··· ,1
(χ(ν′1,0)

, χ(ν′2,0)
, · · ·χ(ν′n,0))

とし，Kn+1-不変なW0 ∈ W(π, ψεR)とKn+1-不変なW ′
0 ∈ W(π′, ψ−ε

R )をとる．このとき，適

当な正規化の下で，Z(s,W0,W
′
0) = L(s, π × π′) が成立する．� �

定理 10 (平野–石井–宮崎 [HIM2])� �
πと π′をそれぞれG3とG2の genericな既約 admissible表現とするとき，

Z(s,W,W ′) = L(s, π × π′)

を満たすW ∈ W(π, ψεR)とW ′ ∈ W(π′, ψ−ε
R )が存在する．� �
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