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1. Notation

1.1. Algebraic group. Gmで, GLm/Qを表す. Bm, Tm, Um, Zm ⊂ Gm,WGm を, それぞれ上三角行列,
対角行列, 冪単行列, 中心行列のなす群, GmのWeyl群とする. m = 2nのときは, 添え字を省略する.
H = Gn ×Gnとおいて, G = G2nに対角に埋め込む. また次で記号を定める:

Ip = {A = (aij) ∈ GL2n(Zp); aij ≡ 0 mod p (i > j)} .

指標 νi : Gm → Gm(i = 1, . . . , 2n)に対し, ν = (ν1, . . . , ν2n)と置いて,

ν(

t1 · · · ∗
. . .

...
t2n

) =
2n∏
i=1

νi(ti)

と定める. δBで, Bのmodulas指標とする. 具体的には, ν = (| · |2n+1−2, . . . , | · |2n+1−2i, . . . , | · |2n+1−4n)
と与えられる. 指標 χ : Gm → Gmに対し, χ(g) = χ(det(g))(g ∈ Gm)とかく.
Qの代数閉包の一つをQとかき, QのCpへの埋め込みを一つ固定する. Cpの付値 | · |pを |p|p = p−1

と正規化し, 上で固定した埋め込みによるQへの制限も | · |pとかく. またCとCpの体としての同型も
固定しておく.

1.2. Automorphic representation. (π, Vπ)をG(A)の既約尖点的保型表現とし, ωπを πの中心指標
とする. (ωπは, unitaryと仮定する.) 次の性質を考える:

(Coh)m π∞ はコホモロジー的重さm = (m1, . . . ,m2n)を持つ. すなわち VmをG(R)の最高ウェイトm
の有限次元既約表現とするとき, 次が成り立つ:

• Hn2+n−1(g, K◦
∞, V ∨

m ⊗ Vπ∞) ∼= HomK◦
∞(∧n2+n−1(g/k), V ∨

m ⊗ Vπ∞) ̸= 0 (K◦
∞ = SO2n(R)R+,

g = Lie(GL2n(R))C, k = Lie(K◦
∞)Cとおいた);

• m1 ≥ m2 ≥ · · · ≥ mn ≥ 0で, 各 1 ≤ i ≤ nに対し, m2n+1−i = −mi.
とくにm = (0, . . . , 0)のときは, (Coh)(0,...,0)を (Coh)とかく.

(Unr) πp は, 不分岐. (このとき, 適当な ν = (ν1, . . . , ν2n)(νi : Q
×
p → C×は不分岐 (i = 1, . . . , 2n))を用

いて, πp = IndG
Bδ

1
2
Bνとかける.)

(Sha) πは, (η, τ)-Shalika 模型を持つ. (η : Q×\A× → C×は, ωπ = ηnなる指標, τ : Q\A/Ẑ → C×

は, τ(x) = exp(2π
√
−1x)(x ∈ R)となる指標.) (Shalika模型の定義は, 3節.)

Remark 1.1. n = 1の場合, 重さ kの正則尖点形式には, コホモロジー的重さ (k
2
− 1, 1− k

2
)が対応する.

Lemma 1.2. ([AG94, Lemma 1.3]) πは, (Unr), (Sha)を満たすとする. 適当な不分岐指標 νi : Q
×
p →

C×(i = 1, . . . , 2n))を用いて, πp
∼= IndG

Bδ
1
2
Bνとかく. このとき, ある不分岐指標 η : Q×

p → C×が存在し
て, 次が成り立つ :

νi = ην−1
n+i (i = 1, . . . , n).

(Coh), (Unr), (Sha)を満たす πに対し, 次の条件を考える:

(Ord) πp = IndG
Bδ

1
2
Bν は 通常的, すなわち, πp は次の条件を満たす:

• 各 1 ≤ i ≤ nに対して, |νn+i(p)|p = p−(i−n− 1
2
).

Remark 1.3. (Coh), (Unr), (Sha), (Ord)を仮定する. λ ∈ Qを

λ = δ
1
2
Bν(

(
1n

p1n

)
) =

(
n∏

i=1

p−(2n+1−2(n+i))

) 1
2 n∏

i=1

νn+i(p) = p
n2

2

n∏
i=1

νn+i(p)

とおくと, λは p進単数. また適当な φp = Fν ∈ πp とHecke作用素があり, λはその固有値となる.



2. Main Theorem

Theorem 2.1. ([AG94, Proposition 2.4], [AG94, 2.5]) (Coh), (Unr), (Ord), (Sha)を仮定する. また
ωπ,∞ = 1とする. このとき, 適当な φ ∈ Vπに対し, Z×

p 上のCp値測度 µ = µφが存在して, 次を満たす:

• 各 (有限位数)指標 χ : Q×\A× → Q
×
(χ∞ = 1, condχ = pe)に対し,∫

Z×
p

χ(a)dµ(a) = Cn,p,∞ × L(∞)(
1

2
, π ⊗ χ)× E(πp, χp),

ただしCn,p,∞, E(πp, χp)は次で与えられる (dkは, GnのHaar測度, Z∞(s, φ∞, χ)の定義は次節):

Cn,p :=p
n2−n

2 (1− p−1)−n × ♯(WGn)
−1vol(dk, {A ∈ Mn(Zp); (A mod p) is unipotent.}),

Cn,p,∞ =Cn,pZ∞(
1

2
, φ∞, 1), E(πp, χp) =


n∏

i=1

(1− νi(p)p
− 1

2 )(1− ν−1
n+i(p)p

− 1
2 ) (e = 0),

λ−ep
e(n2−n)

2

(∑
ε∈(Z/peZ)× χp(ϵ)τ(ϵp

−e)
)n

(e > 0),

Remark 2.2. (i) [AG94]では, 一般の代数体上のGL2nで, 定理 2.1を示している.
(ii) また (Ord)を弱めた条件“weakly ordinary”([Ge, Definition 2.8])を (wOrd)とかく. このと
き, [Ge]では, 総実体上のGL2nに対し, πが一般のコホモロジー的重さmを持ち, 仮定 (Coh)m,
(Unr), (wOrd), (Sha)を満たすとき, 定理 2.1を示している.

(iii) (Coh), (Unr), (Ord), (Sha)を満たす πの例は, [AG94, Section 4], [Ge, Section 5]に挙げられて
いる.

(iv) µφが非自明であることと, 次の条件 (Non)は同値:
(Non) ある導手 peの有限位数指標 χ : Q×\A× → C×が, 存在して, L(1

2
, π, χ) ̸= 0.

[Ro84, Theorem]により, n = 1のとき, 条件 (Non)は満たされる.

3. Shalika model

3.1. Generality. π = ⊗′
vπv を GLn(A)の既約尖点的保型表現とする. また πの中心指標 ωπ が, ある

η : Q×\A× → C×で, ωπ = ηnとかけるとする.

Definition 3.1. (i) φ ∈ Vπに対し, Sη
τ (φ) : G(A) → Cを次で定義する:

Sη
τ (φ)(h) =

∫
Zn(A)Gn(Q)\Gn(A)

dg

∫
Mn(Q)\Mn(A)

dXφ(

(
1n X

1n

)(
g

g

)
h)τ(−tr(X))η−1(g).

Sη
τ (π) = ⟨Sη

τ (φ);φ ∈ π⟩Cとおく. πが“(Sha) (η, τ)-Shalika模型をもつ”とは, Sη
τ (π) ̸= 0とな

るときをいう.
(ii) vをQの素点とする. 線型汎関数 λv : Vπv → Cで, 次を満たすものをとる:

(ShaFun) λv(πv(

(
1n X

1n

)(
g

g

)
)ξ) = ηv(g)τv(tr(X))λv(ξ).

また Sηv
τv (λv) : G(Qv) → Cを次で定義する:

Sηv
τv (λv)(h) = λv(πv(h)ξ).

Sηv
τv (πv) = ⟨Sηv

τv (λv);λvは, (ShaFun)を満たす ⟩Cとおく. πvが“(Shav) (ηv, τv)-Shalika模型をも
つ”とは, Sηv

τv (πv) ̸= 0となるときをいう.

Remark 3.2. Sη
τ (φ)(

(
1n X

1n

)(
g

g

)
h) = η(g)τ(tr(X))Sη

τ (φ)(h).

Definition 3.3. φ ∈ Vπ, 指標 χ : Q×\A× → C×に対し, 次を定める:

Z(s, φ, χ) =

∫
Z(A)H(Q)\H(A)

dg1dg2

∫
Mn(Q)\Mn(A)

dXφ(

(
g1

g2

)
)χ(g1g

−1
2 )η−1(g2)|g1g−1

2 |s−
1
2 .

また各素点 vに対し, πvが (ηv, τv)-Shalika模型を持つ時, Hv ∈ Sηv
τv (πv)に対し, 次を定める:

Z(s,Hv, χv) =

∫
Gn(Qv)

dgHv(

(
gv

1n

)
)χv(g)|g|

s− 1
2

v .



Proposition 3.4. (i) ([FJ93, Proposition 2.3]) Re(s),が十分大きいとき, Z(s, φ, χ),は収束し, 有
理型に解析接続される. さらに, Re(s) ≫ 0のとき, 次が成り立つ:

Z(s, φ, χ) =

∫
Gn(A)

dgSη
τ (φ)(

(
g

1n

)
)χ(g)|g|s−

1
2

A .

(ii) ([FJ93, Proposition 3.1])Qの各素点vに対し, (ShaFun)を満たす適当な線型汎関数λv : Vπv → C
があって, Zv(s, S

ηv
τv (λv), χv) = L(s, πv, χv).

(iii) ([FJ93, Proposition 3.2]) vが有限素点で, πvが不分岐のとき, (ii)を満たす λvは, λv(12n) = 1,
λv(GL2n(Zp)) = {1} ととれる.

Definition 3.5. Sη
τ (φ)(φ ∈ Vπ)を定義 3.1 (i)の通りとし, vをQの素点とする. 指標 χv : Q

×
v → C×に

対し, 次を定める:

Zv(s, φ, χv) =

∫
Gn(Qv)

dgSη
τ (φ)(

(
g

1n

)
)χv(g)|g|

s− 1
2

v .

Proposition 3.6. ([FJ93, Theorem 4.1], [AG94, Section 1.1]) πが Shalika模型をもつとする. Sを素点
のなす有限集合とする. 各 v ∈ Sに対し, φv ∈ Vπv をとり, φS = ⊗v∈Sφvとかく. このとき, 次を満たす
ような φ(S) ∈ Vπ(S)が存在し, 各指標 χ : Q×\A× → C× に対し, 次が成り立つ:

Z(s, φ, χ) = L(S)(s, π ⊗ χ)
∏
v∈S

Zv(s, φ, χv), (φ := φS ⊗ φ(S)).

Remark 3.7. (i) [FJ93]では, [PSR88, page 117, Basic Lemma]と同様に, zeta積分から帰納的に
L因子を取り出すことにより, 局所 Shalika模型の重複度が 1であるかどうかを議論せずに, 命
題 3.6を導いている.

(ii) ([AG94, Lemma 1.7]) πが (Unr), (Sha)を満たす時, πp
∼= IndG

Bδ
1
2
Bνとかく. このとき, νi ̸= ν±1

j ,

(n+ 1 ≤ ∀i, j ≤ 2n) (e.g. πが (Ord)を満たすとき) ならば, S
ηp
τp (πp)の重複度は 1.

(iii) ([JR96], [Ni09]) ηv = η̃2vとなる指標 η̃vが存在する時, Sηv
τv (πv)の重複度は 1.

3.2. Choice of vector. πは, (Coh), (Unr), (Sha), (Ord)を満たすとする.

Definition 3.8. φ = ⊗′
vφv ∈ Vπを次で定める:

(i) v ∤ p∞のとき, Zv(s, φ, 1) = L(s, πv)となるようにとる. (命題 3.6)

(ii) πp = IndG
Bδ

1
2
Bνと同一視する. このとき, φp = Fν : G(Qp) → Cを次で定める:

Fν(g) =

δ
1
2
Bν(b), g ∈ bw0Ip, b ∈ B,w0 =

(
0 1

. .
.

1 0

)
,

0, otherwise.

(iii) v = ∞のとき, φ∞ ∈ ⟨α(X);X ∈ ∧n2+n−1(g/k), α ∈ HomK◦
∞(∧n2+n−1(g/k), Vπ∞)⟩C ⊂ Vπ∞ で,

Z∞(1
2
, φ, 1) ̸= 0ととる. ([GRG14, Theorem 6.6.2] ([Su, Theorem 1.7]))

Proposition 3.9.

(i) ([AG94, Proposition 1.4]) 次のHφpに対し, Hφp ∈ Sηv
τv (πv), かつHφp(12n) ̸= 0:

Hφp(h) :=

∫
GLn(Zp)

dk

∫
Mn(Zp)

dXFν(

(
1n

1n

)(
1n X

1n

)(
k

k

)
h)τ(−trX)η−1

p (k).

(ii) ([AG94, (2.1)]) λ := δ
1
2
Bν(

(
1n

p1n

)
) = p

n2

2

n∏
i=1

νn+i(p).
∑

A mod p

Fν(g

(
p1n A

1

)
) = λFν(g). こ

こでA ∈ Mn(Z)は, Mn(Z/pZ)の代表系を走る.

4. Sketch of proof of Main Theorem

4.1. Recipe of Measure. e ∈ Z≥1, f := peとし,

C∗
ε.f =

{(
g1

g2

)
∈ H(A); det g1g

−1
2 ∈ Q×R>0(ε+ fZp)Ẑ

(p)×
}

(ε ∈ Z×
p ), Cε.f = Z(A)H(Q)\C∗

ε,f

とおく. A ∈ Mn(Zp)に対して, 値PZ(A, f), κを次で定める:

PZ(A, f) =

∫
C1,f

φ(

(
g1

g2

)(
1n Af−1

1n

)
)η−1(g2)dg1dg2, κ = p−n2

λ.



Definition 4.1. a ∈ Z×
p , f = pe(e ≥ 1)に対し, µ(a+ fZp) = κ−ePZ(diag(a, 1, . . . , 1), f) と定める.

Proposition 4.2. (Birch Lemma) A = diag(a, 1, . . . , 1)とおく. このとき,∑
a∈(Z/fZ)×

χ(a)PZ(A, f) = Z(
1

2
,

(
1n f−11n

1n

)
· φ, χ).

Remark 4.3. Distributionの定義, Birchの補題, 素点 pでの局所 Shalika模型の一意性より, 次が成り
立つ: ([AG94, page 40, (DR)]より, µはDistributionを定める.)∫
Z×
p

χ(a)dµ(a) = κ−eZ(
1

2
,

(
1n f−1

1n

)
· φ, χ) = κ−eL(p∞)(

1

2
, π)Z∞(

1

2
, φ∞, 1)Zp(

1

2
,

(
1n f−1

1n

)
·HFν , χp).

4.2. Proof of Theorem 2.1. 次の命題を示せば良い:

Proposition 4.4.

(i) (Distribution property)([AG94, page 40, (DR)]) µ(a+ fZp) =
∑

α mod p

µ(a+ αf + pfZp).

(ii) (Interpolation property) Zp(
1

2
,

(
1n f−1

1n

)
·HFν , χp) = Cn,p × L(

1

2
, πp ⊗ χp)× E(πp, χp).

(iii) (Boundedness) 適当な代数体Eの整数環OEと, 非零の複素数Ω(π)が存在して, µ
Ω(π)
は, OE ⊗Z Zp

値と見做せる.

Proof. (i): 次の等式より, 導かれる ([AG94, Lemma 2.1]): λPZ(A, f) = p
∑

X mod p

PZ(A+ fX, pf).

(ii): [AG94, Section 2.2, 2.3]で“直接計算”が与えられている.
(iii) ([AG94, Section 5.3]): {|µ(a+ fZp)|p}a∈Z×

p ,e≥1 (f = pe)が有界であることを示せば良い. Lを
GL2n(Q̂)の開コンパクトな部分群で, φは右 L-不変, Lp = GL2n(Zp)かつ, 適当な有限素点 v ̸= pに対

し, Lvは 4-トーションを持たないとする. g(e) ∈ G(A)を, g
(e)
v = 12n (v ̸= p), g

(e)
p =

(
1n Af−1

1n

)
(A =

diag(a, 1, . . . , 1))とし,

π : G(A) → SG(L) := G(Q)\G(A)/K◦
∞L, M(L, e) := π(C∗

1,fg
(e))

と定め, Eichler-志村写像による φのHn2+n−1(SG(L),C)(∼= Hn2+n−1(g, K◦
∞, Vπ)

L)での像を αφとかく.
KH

∞ = K◦
∞ ∩H(R)とおくと, 次を得る:

µ(a+ fZp) =
pen

2

λe
PZ(A, f) =

1

λe
· pen2

vol(dν, g(e)L(g(e))−1 ∩H(Af )K
H
∞) ·

∫
M(L,e)

αφ.

ただし, dν は適当な H(Af ) × KH
∞ の測度. (Ord)より, λは p進単数. また [AG94, page 59, Claim]

より,
{
|pen2

vol(dν, g(e)L(g(e))−1 ∩H(Af )K
H
∞)|p

}
a∈Z×

p ,e≥1
は有界. “homology群の有限生成性”より,{

|
∫
M(L,e)

αφ|p
}

a∈Z×
p ,e≥1

も有界. これより, µの有界性が示せた. □
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