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1. 導入

始めに実数体上の算術幾何平均列と楕円曲線との関係について述べる. a ≥ b > 0
を満たす実数 a, bを初期値とする算術幾何平均列 {an}, {bn}を次のように帰納的に定
義する:

a0 := a, b0 := b,

an+1 :=
an + bn

2
, bn+1 :=

√
anbn > 0 (n ≥ 0).

(1.1)

注 2. 算術幾何平均列 {an}, {bn}は同一極限に収束する.

数列 {an}, {bn}を初期値 a, b (a > b)の算術幾何平均列とし, µn := an/bnとおく. ま
た各 n ≥ 0に対し, R上の楕円曲線Enを

En : y2 = x(x − 1)(x − µ2
n)

で定義されるものとする. このとき以下の次数 2の同種写像が存在する:

(1.3) gn : En → En+1; (x, y) 7→
(

(x + µn)2

4µnx
,
y(x2 − µ2

n)

8(
√

µn)3x2

)
.

各 gnを合成することで次の図式を得る:

E0
g0→ E1

g1→ · · · gn−1→ En
gn→ · · · .

この様にして得られるR上の楕円曲線の族 {En}を考察することで, 算術幾何平均列
が同一極限に収束することと退化曲線の周期との関連付けから, R上の楕円曲線の周
期を計算することが出来る.
次に上述の理論の p進類似を考察する. pを素数とし, K をQp上有限次拡大体, v

をK 上の加法的付値とする. a, b ∈ K を, pが奇素数のとき v(1 − (a/b)) > 0, p = 2
のとき v(1 − (a/b)) ≥ v(8)を満たすものとする. このとき, a, bを初期値とする数列
{an}, {bn}を (1.1)のように帰納的に定義する.

注 4.

(1) 初期値の仮定により, 各 n ≥ 0に対して p進体の元の平方根を標準的に選ぶこ
とが出来る. このように選んで定義される数列を p進算術幾何平均列と呼ぶ.

(2) p進算術幾何平均列 {an}, {bn}が同一極限に収束するための必要十分条件は{
v(1 − (a0/b0)) > 0 (p > 2)

v(1 − (a0/b0)) > v(8) (p = 2)

である (pが 2でも奇素数でも v(1 − (a0/b0)) > v(8)). 特に p = 2の時に限り,
収束しない 2進算術幾何平均列を考察することが出来る.
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p進算術幾何平均列が同一極限に収束するときには, 乗法的還元を持つ楕円曲線の
周期と p進算術幾何平均列の極限値との間の関係が知られている (4節参照).
同一極限に収束しない 2進算術幾何平均列の場合, 次の定理が成立する.

定理 5 (Kinjo-Miyasaka[3]).
Kは剰余次数 dのQ2上有限次拡大体で vはK上の加法的付値とする. また v(1 −

(a/b)) = v(8)を満たす a, b ∈ Kに対し, {an}, {bn}を初期値 a, bの 2進算術幾何平均
列とし, µn = an/bnとおく. このとき各整数 0 ≤ i < d, 0 ≤ nに対して

(1) En : y2 = x(x − 1)(x − µ2
n)は良い通常還元を持つ.

(2) 部分列 {µdn+i}n≥0はK\{0, 1}内に収束する (µ↑
i := lim

n→∞
µdn+iとおく).

(3) E↑
i : y2 = x(x − 1)(x − (µ↑

i )
2)はEiの剰余の canonical liftになる.

注 6. canonical liftとは, 次の SerreとTateの定理により定義される楕円曲線である.

定理 7 (Serre-Tate).
pを素数とし, F をQp上の有限次不分岐拡大体, F の剰余体を Fとする. このとき

任意の F上定義された通常楕円曲線 Ẽに対し, 次の条件を満たす F 上定義された楕
円曲線E↑が F 同型の差を除き唯一つ存在する:

(1) E↑の剰余と Ẽは F上同型.
(2) End(Ẽ) ' End(E↑).

注 8. canonical liftがQ2上不分岐拡大体上で定義されるため, 定理 5の µ↑
i はKの中

のQ2上不分岐拡大体の元となる. 各 µ↑
i は Frobeniusにより写り合う関係にある.

注 9. 定理 5のKがQ2上有限次不分岐拡大のときはGaudry, Satoh, Mestre 等によ
り成立することが示唆されていた ([4]参照).

2. 極限の存在性と canonikal liftの関係性

この節では, 定理 5の数列 {µdn+i}の収束性を認めた上で, 2進算術幾何平均列と
canonical liftとの関係について解説する.

補題 10.
K,Enは定理 5と同様とする. また FをKの剰余体とし, ẼnをEnの剰余とする.

(1) 各 n ≥ 0に対し, Ẽn+1は Ẽnの 2-Frobenius捻りE
(2)
n と F上同型となる.

(2) Ẽn+1と Ẽ
(2)
n を上の同型により同一視すると次の図式は可換となる:

En(K̄)

red

��

gn // En+1(K̄)

red
��

�

Ẽn(F̄)
2-Frob.

// Ẽ
(2)
n (F̄),

但し K̄, F̄はそれぞれK, Fの代数閉包であり, gnは (1.3)と同様にして定義さ
れるK上の射である. また図式の縦の写像は還元写像である.

補題 10の図式を各 nについて合成することで次の可換図式を得る:

E0(K̄)

red ��

// E1(K̄)

red ��

// · · · // Ed(K̄) //

red ��

· · ·

Ẽ0(F̄) // Ẽ
(2)
0 (F̄) // · · · // Ẽ

(2d)
0 (F̄) = Ẽ0(F̄) // · · · ,
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但し Ẽ0が F上定義されているため Ẽ(2d) ' Ẽ0となる. 数列 {µdn+i}の極限値を µ↑
i と

すると, µiを µ↑
i と取り換えても補題 10が成立し, それ故 µiを µ↑

i と取り替えた上述と
同様の可換図式を得る. 今, µ↑

d = µ↑
0であるためE↑

d ' E↑
0 となる. 従って図式の下の

E0の Frobenius自己凖同型がE↑
0 の自己凖同型に持ち上がり, 定理 7からE↑

0 は Ẽ0の
canonical liftとなる.

3. 2進体上の楕円曲線と算術幾何平均

この節では 2進体上定義された楕円曲線の同型類の, 2進算術幾何平均列を通して
見た挙動について解説する. なおこの力学系は, 定理 5の恩恵により初めて考察でき
る現象である.

KをQ2上の有限次拡大体とし, vはK上の加法的付値とする. また λ ∈ Kに対し,
楕円曲線Eλを

Eλ : y2 = x(x − 1)(x − λ)

で定義されるものとする. 更に µ ∈ Kが v(1−µ) ≥ v(8)を満たすとき, 帰納的に定義
される数列を {µn}とおく:

(3.11) µ0 := µ, µn+1 :=
µn + 1
√

µn

(n ≥ 0).

注 12. 式 (3.11)は 1と µを初期値とする 2進算術幾何平均列の比が満たす漸化式で
ある.

case 1. EがK上で乗法的還元を持つとき, v(1− µ) > v(8) を満たす µ ∈ Kが存在し
てE ' Eµ2となる. そこで数列 {µn}を (3.11)として定義する. このとき 2進
算術幾何平均列が同一極限に収束するため, 数列 {µn}は 1に収束することが
わかる. 従ってEµ2

n
の j不変量 j(Eµ2

n
)の付値は−∞に発散する.

case 2. EがK 上で良い通常還元を持つとする. このとき v(1 − µ) = v(8)を満たす
µ ∈ K が存在して, E ' Eµ2 となる. ここで数列 {µn}を (3.11)のように定
義する. すると定理 5より数列 {µn}は周期的に収束することがわかる. 更に
{j(Eµ2

n
)}は canonical liftの j不変量に周期的に収束する.

case 3. EがK 上で超特異還元を持つとする. このとき 0 < v(µ − 1) < v(8)または
v(µ) = v(µ − 1) = 0をみたす µ ∈ K が存在して E ' Eµ2 となる. この場合
µの平方根の標準的な選び方が存在しないため, 2進算術幾何平均列を関連付
けることは出来ない. 各段階で平方根の選び方を固定することで数列 {µn}を
(3.11)のように強引に定義すると, {µn}は発散する. そして {j(Eµ2

n
)}も発散

してしまう. しかしEµ2
n
の j不変量の付値は 0に収束する.

図 1は, 楕円曲線の同型類を j不変量を介してP1の点と見做した時の上述の様子を
視覚化したものである. ここで ordinaryの部分の円は, 同じ剰余を持つ楕円曲線の同
型類の集合を表している.
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4. 補足

この節では同一極限に収束する p進算術幾何平均列と楕円曲線のHodge-Tate周期
との関係について解説する. これはGaussによる実数体上の算術幾何平均列と楕円曲
線の周期の関係の p進類似となっている.

pを素数とし, K をQp上の有限次拡大体, vをK 上の付値とする. また a, b ∈ K
は v((a/b) − 1) > v(8)を満たすとする. このとき初期値 a, bの p進算術幾何平均列
{an}, {bn}は同一極限M(a, b)に収束する. 更に楕円曲線E0を

E0 : y2 = x(x − 1)(x − (a/b)2)

と定義すると E0 は K 上乗法的還元を持つ. ここで Tateの一意化定理より, ある
q ∈ K (v(q) > 0)が存在して

φ0 : K̄×/〈q〉 ' E0(K̄)

となる. また dx/y, dt/tをそれぞれE0, Gm/〈q〉の不変微分形式とおき, u ∈ K×を

φ∗
0(dx/y) = u · dt/t

として定義する. このとき次の定理が成立する.

定理 13 (Henniart-Mestre[2]).

u2 = M(a/b, 1)−2.
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次にE0のTate加群 Tp(E0)に対し, eE0 ∈ Tp(E0)を次で定義する. 各 n ≥ 0に対し,
εn ∈ {x ∈ K̄; xpn

= 1} を次のように帰納的に定義する:

ε0 = 1, ε1 6= 1, εp
n+1 = εn, (n ≥ 0).

そこで ε := (εn) ∈ Tp(K̄/〈q〉) に対し, eE0 := φ0∗(ε)として定義する (但し φ0∗ :
Tp(K̄/〈q〉) → Tp(E0(K̄))は一意化写像 φ0 が誘導する写像である). このとき定理
13を用いることで次の定理を得る ([3, Appendix. B]参照).

定理 14 (Kinjo-Miyasaka).
E0, ω0, eE0は上述の通りとする. また

〈·, ·〉 : Tp(E0) × H0(E0, Ω
1
E0

) → Cp(1)

をFontaineが [1]で定義した pairingとする (但しCp(1)をKの代数閉包を完備化した
体CpのTate一回捻りとする). このとき

〈eE0 , ω0〉 =
$

M(a/b, 1)

が (符号の差を除き)成立する. 但し$ := 〈ε, dt/t〉とする.

注 15. 実数 a, b (a > b > 0)を初期値とする算術幾何平均列の極限値をM(a, b)とお
く. このときR上の楕円曲線

E : y2 = x(x − 1)(x − (a/b)2)

の複素周期は
2πi

M(a/b, 1)

で与えられる. 従って定理 14は実数体上の楕円曲線の周期の p進類似となっている.
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