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概 要

pを素数とし, f を類数が 1の虚二次体上の GL(2)の尖点形式とする. このとき, ある有限位数の Hecke
指標 φが存在して, f ⊗φの L関数の 1での特殊値の代数部分が p進単数となることが示せたので, これに
ついて解説をする. これは有理数体上の場合の, [A-S], [O-P]により知られていたことの類似である.

1 導入

pを素数とする. このとき 体としての同型Qp
∼= Cおよび, QのQp への埋め込みを固定する.

Ash-Stevensは, 与えられた素数 pと, Γ1(N) := {
(

a b
c d

)
∈ SL2(Z); c ≡ 0, d ≡ 1 mod N}の楕円尖点形式

f に対して, ある Dirichlet指標 φが存在して, f の標準 L関数の Dirichlet指標による twist L(s, f ⊗ φ)の,
s = 1での特殊値の代数部分が, pで割れないことを示した ([A-S, Th.4.5(c)] , [Va, Remark1.12]).
この結果の類似として, 類数が 1の虚二次体上のGL(2)の重さが (2,2)の尖点形式に対して次の結果を得た.
F を虚二次体, OF をその整数環, Dで F/Qの判別式をあらわす. Nを F の整イデアル, pで素数をあら

わす. このとき次を仮定する.

(N, pOF ) = 1, [Z : N ∩ Z] > 3, p - O×
F |D|.

Theorem 1.1. (主定理) F の類数が 1とする. f ∈ S(2,2)(N)に対し, ある位数有限の Hecke指標 φが存在

して,
L(1, f ⊗ φ)
2(2π)2Ωf

は p進単数. (S(2,2)(N)は 2節, Ωf は 3節を参照する.)

本稿の構成は以下の通り. 2節で虚二次体上の尖点形式の定義など基本事項を復習する. 3節で L関数の特

殊値の積分表示および整数性について述べる. 得られている結果は類数が 1の虚二次体に対するものである
が, 2, 3節では類数が一般のものを記述した. 4節では上記の定理の証明の概略を与える.

記号を次の様に定めておく.
F は虚二次体, OF は F の整数環をあらわす. F×

A で F のイデールをあらわし, F×
A,∞, F×

A,f で, それぞれ F

のイデールの無限成分,有限成分をあらわす. ÔF := OF ⊗Z Ẑとおく. F/Qのガロア群をGal(F/Q) = {id, c}
とかき, cは複素共役をあらわす. ζp で 1の原始 p乗根をあらわす.

2 虚二次体上のGL(2)の尖点形式

この節では、虚二次体上の GL(2)の尖点形式の定義を与え、その Fourier展開を記述する. 2節と 3節に
ついての詳細は [Hi], [Ur]を参考に挙げておく.

κ := (nid + 2, nc + 2) ∈ (Z≥2)2とし, n∗ := nid + nc + 2とおく. まず L(n∗;C)を次数 n∗次の 2変数斉次
同次式のなすC加群とする. すなわち L(n∗;C) = ⟨Sn∗

, · · · , STn∗−1, T ∗⟩C と表せる.

Definition 2.1. C∞関数 f : GL2(FA) → L(n∗,C)がGL2(FA)に対する重さ κ, レベルNの尖点形式であ

るとは, f が次を満たすときをいう;

(i) σ = id, cに対して, Dσf = (n2
σ

2 + nσ)f . ここでDσ は Casimir作用素をあらわす.

(ii) γ ∈ GL2(F ), z ∈ C× ⊂ F×
A に対して, f(γzg, ( S

T )) = z−nidz−ncf(g, ( S
T )). ここで F×

A は GL2(FA)の
中心と同一視する.

(iii) u = u∞uf ∈ U2(C)K1(N)に対して, f(gu, ( S
T )) = f(g, u∞ ( S

T )).



(iv) g ∈ GL2(FA) に対して,
∫

U(Q)\U(FA)

f(vg, ( S
T ))du = 0. ここで U(Q) := {v = ( 1 u

0 1 ) ; u ∈ F},

U(FA) := {v = ( 1 u
0 1 ) ; u ∈ FA}とおいた.

尖点形式のなす空間を Sκ(N)とかく.

次に f ∈ Sκ(N)の Fourier展開を記述する. そのために Bessel関数Kα を定義する.

d2Kα

dx2
+

1
x

dKα

dx
− (1 +

α2

x2
)Kα = 0, Kα(x) ∼

√
π

2x
e−x as x → ∞.

Whittaker関数 W : C× → L(n∗;C)を次で定める.

Wκ(y) :=
n∗∑

α=0

(
n∗

α

)
(

y√
−1|y|

)nc+1−αKα−(nc+1)(4π|y|)Sn∗−αTα.

Proposition 2.2. ([Hi, Theorem6.1]) I を F の分数イデアルのなす群とする. eF : FA/F → Cを加法的

指標とし, z ∈ FA,∞ に対し eF (z) = exp(2π
√
−1TrF/Q(z))なるものとする. このとき f ∈ Sκ(N)に対し,

Macro 1 次を満たす関数 a : I × Sκ(N) → C が存在する.

(i) a は F の整イデアル以外の上では 0となる.

(ii) f

((
y x

0 1

))
= |y|A

∑
ξ∈F×

a(ξyδ; f)Wκ(ξy∞)eF ξz.ここで δ は F/Qの differentをあらわす. また ξyδ

はイデアルをあらわす.

強近似定理により, 次のような非交和分解がある;

GL2(FA) =
h⨿

i=1

GL2(F )tiU2(C)K1(N).

ここで ti =
(

ai 0
0 1

)
, ai ∈ FA,f は ai,N = 1を満たすように取れる. また hは F の類数である.このとき

Γi
1(N) := GL2(F ) ∩ tiGL2(C)K1(N)t−1

i .

とおく.
次に注意する.

Y1(N) : = GL2(F )\GL2(FA)/U2(C)K1(N)C×

=
h⨿

i=1

(GL2(F ) ∩ tiGL2(C)K1(N)t−1
i )\GL2(C)/U2(C)C×.

ここで Γi
1(N) := GL2(F ) ∩ tiGL2(C)K1(N)t−1

i , Y i
1 (N) := Γi

1(N)\GL2(C)/U2(C)C× とおく.
このとき次は同相である.

GL2(C)/U2(C)C× ∼= H :=

{(
x −y

y x

)
; x ∈ C, y ∈ R>0

}
.

3 L関数の特殊値の積分表示

この節では、Eichler-Shimura-Harderの同型、周期の定義、L関数の特殊値の整数性について記述する。

まず Eichler-Shimura-Harder同型を述べるために, Y1(N)上の局所系を定義する. n := (nid, nc) ∈ (Z≥0)2

をとる. まず L(nid;C), L(nc;C)を 2節と同様に定め, 変数をそれぞれ X, Y,Xc, Yc とかく. GL2(C)-加群



L(nid;C) ⊗ L(nc;C) に GL2(C) 加群の構造を次で定める. γ =
(

a b
c d

)
∈ GL2(C), P (( X

Y )) ∈ L(nid;C),
Pc(
(

Xc

Yc

)
) ∈ L(nc;C)に対して,

(γ · P ⊗ Pc)(( X
Y ) ,

(
Xc

Yc

)
) := P (

(
d −b
−c a

)
( X

Y )) ⊗ Pc(
(

d −b
−c a

)
( X

Y )).

L(nid;C)⊗L(nc;C)をGL2(C)加群とみなしたものをL(n;C)と書く. 同様にして, GL2(OF )加群 L(n;OF )
などを定義しておく.

Li(n;OF ) := L(n; F ) ∩ ti · L(n; ÔF )とおき, Γi
1(N)加群とみなす. また OF 代数 Aに対し, Li(n; A) :=

Li(n;OF ) ⊗OF
Aとおく. このとき Y i

1 (N)の局所系Li(n; A)を, 第一成分の射影

Γi
1(N)\(GL2(C)/U2(C)C× × Li(n; A)) → Γi

1(N)\(GL2(C)/U2(C)C×) = Y i
1 (N)

の sectionとして定義する. ここで Li(n; A)には離散位相を入れておく. Y i
1 (N)に局所系が定義できたので,

これを用いて Y1(N)に局所系L (n; A)を定義しておく.

Remark 3.1. 群コホモロジーとの間に同型を作るために, [Z : N ∩ Z] > 3なる条件を仮定する. このとき
Γi

1(N) ∩ SL2(F )はトーションを持たない ([Ur, §2.3]).

Eichler, Shimura, Harderにより次の同型写像が存在する.

Theorem 3.2. (Eichler-Shimura-Harder) δ : Sκ(N) → H1
p (Y1(N), L (n;C))は Hecke加群として同型. こ

こでH∗
p は parabolic コホモロジーを表す.

この同型を用いて, 周期の定義を行う. pを F の有限素点とし, f ∈ Sκ(N) を正規 Hecke固有形式とする
(a(OF ; f) = 1). f |T (a) = λf (T (a))f とおく. K := ∪a⊂OF

F (λf (T (a))). OK,P でP|pに対するK の整数環

の完備化をあらわす .

Proposition 3.3. ([Hi, §8])

(i) H1
p (Y1(N), L (n;C)) ∼= H1

p (Y1(N), L (n;OK,P)) ⊗OK,P
C.

(ii) λf -固有空間 H1
p (Y1(N), L (n;OK,P))′[λf ] は階数 1の自由 OK,P-加群, ここで H1

p (∗)′ は H1
p (∗)の自

由部分をあらわす.

H1
p (Y1(N), L (n;OK,P))′[λf ]のOK,P上の基底を ηf と表す. ηf は p進単数のずれを除いて一意的に決ま

る. このとき f の周期 Ωf ∈ Cを δ(f) = Ωfηf によって定める.

次に L関数の特殊値の整数性について述べる.
φ : F×

A → C× を位数有限の Hecke指標とする. cを φの導手とし, cに対応する FA,f の元を ϖc とおく

(すなわち c = ϖcOF ). このとき f ∈ Sκ(N)に対し,

f |R(φ)(x) := φ(det(x))
∑
u∈R

φc(ϖcu)f(xα(u))

とおくと, f |R(φ) ∈ Sκ(N ∩ c2)となる. ここで Rは (c−1/OF )× の代表系をあらわす ((c−1/OF )× の定義は
[Hi, §6]を参照).

L関数 L(s, f ⊗ φ)を次で定める.

L(s, f ⊗ φ) :=
∑

a⊂OF

λf (T (a))φ(a)♯(OF /a)−s.

∆i : E := C1\C× → Y i
1 (N); a 7→

( |a| 0
0 1

)
とおく (C1 := {z ∈ C; |z| = 1}). また

δ(f) =
nid,nc∑

jid=0,jc=0

δjid,jc(f)Xnid−jidY jidXnc−jc
c Y jc

c ∈ H1
p (Y1,L (n;C))

とかく. このとき L関数の積分表示は次のようになる.



Proposition 3.4. 記号は上の通りとする.

h∑
i=1

∫
E

∆∗
i δ0,0(f |R(φ)) = (−1)nid+12−1(2π)−2♯O×

F G(φ)|D|L(1, f ⊗ φ).

ここで G(φ)は φで定まる Gauss和をあらわす. またDは F/Qの判別式をあらわす.

上記の積分を Ωfηf |R̃(φ)
と E との cap積とみなすことにより次を得る. (R̃(φ)は R(φ)が誘導するコホモ

ロジーの間の写像.)

Theorem 3.5. (c, p) = 1とする. このとき

(−1)nid+12−1(2π)−2♯O×
F G(φ)|D|L(1, f ⊗ φ) ∈ OK,P[φ].

ここで, OK,P[φ] は OK,P に φ(Ô×
F )の値を添加した環をあらわす.

4 証明の概略

主定理の証明の概略を説明する. 大筋は [A-S], [St] の類似である. ただし [St]には誤りがみられる ([O-P]).
この節から F の類数は 1であるとし, (p, N) = 1とする. ((nid, nc) = (0, 0)に注意する.) 以下 φは位数有

限の Hecke指標で, 導手 cがNとは互いに素となるものを考える.

Lemma 4.1. (1)Y1(N)∗ を Y1(N)の Borel-Serreコンパクト化とする. ある cφ ∈ H1(Y1(N)∗,OK,P[φ])が
存在して次を満たす.

ηf |R̃(φ)
∩ E = ηf ∩ cφ.

(2)MをN|Mとなる OF のイデアルとする. このとき Γi(N)は, Γi(M)と Γi(N)の放物元で生成される.

ここで Zで代数的整数全体をあらわし, pをPの上にある素イデアルとする.
cup積と Poincare双対性を用いると ηf は自然に Hom(H1(Y1(N)∗,Fp),Fp)の元 Φf を定める ([Ur, §1]).

H1(∂Y1(N)∗,OK,P[φ])がトーションを持たないこと ([Ur, prop.2.4.1])から, Φf ̸= 0であることが示せる.
また Φf (cφ)は L関数の特殊値の Fp への像に等しい. よって主定理の証明のためには, ある Hecke指標 cφ

が存在して Φf (cφ) ̸= 0を示せばよい.

次の (∗)を仮定して, Φf = 0を示し, 矛盾を導く.

(∗) この節の最初に述べた条件を満たす任意の Hecke指標 φに対して, Φf (cφ) = 0 ∈ Fp.

Y1(N)∗ = Γ1
1(N)\H ∗ より, 次の全射準同型が存在する. (H ∗ の定義は [Ur, §2.3] を参照する. 以下

Γ1(N) := Γ1
1(N)とおく.)

pr : Γ1(N) → H1(Y1(N)∗,Fp)/H1(∂Y1(N)∗,Fp); γ 7→ {0, γ · 0}.

ここで {0, γ · 0}は, H ∗ 内の 0と γ · 0とを結ぶ pathの定める 1-cycleである. (∂H ∗ の 0を含む連結成分
H ∗

0 はCに同相なので, 0 ∈ H ∗は, 0 ∈ C ∼= H ∗
0 ⊂ H ∗とみなしている.) また f が尖点形式であることよ

り, Φf (H1(∂Y1(N)∗,Fp)) = {0}. よって Φf ◦ prが定義できる. このとき Φf ◦ pr = 0を示せばよい.
F (ζp)/F の導手をMp とかく. すると仮定よりMp と Nは互いに素となる. M := MpNとおく. このと

き Lemma4.1(2)より, (Φf ◦ pr)(Γ1(M)) = {0}を示せばよい.
任意の γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ1(M)をとる. (Φf ◦ pr)(γ) = 0を示せばよい. 容易に bOF とMp が互いに素な場合

に帰着できるので, 以下これを仮定する.



Lemma 4.2. 次を満たす素元 π ∈ OF は, 無限に存在する.

(i)[OF : πOF ] − 1 ∈ F×
p , (ii) π − 1 ∈ N, (iii) {0, b

d} = {0, b
π}.

Lemma4.2 における π ∈ OF をとる. Hecke指標の集合を次で定める: Hπ := {φ; F×
A → C×; φ|FA,∞ =

1, condφ | πOF }. また m := ♯Hπ とおく. πOF と bOF が互いに素, およびm > 1なるように πが取れるの

で, これを仮定しておく. Lemma4.2 よりmと pは互いに素である. ここで仮定 (∗)と [St, Th.2.1]と同様
の議論により, k ∈ OF で kOF と πOF が互いに素となるものに対して 次が分かる.

Φf ({0,
k

π
}) =

1
m

∑
t∈(OF /πOF )×

Φf ({0,
t

π
}) ∈ Fp.

特に, Φf ({0, k
π}) = Φf ({0, 1

π})がわかる.
Lemma4.2 より, π = 1 + N(N ∈ N)とかけることに注意すると, Φf ({0, γ · 0}) = 0を示すことができる.

実際これは,

Φf ({0,
b

d
}) = Φf ({0,

b

π
})

= Φf ({0,
1

1 + N
})

= Φf ◦ pr(

(
1 0
N 1

)(
1 1
0 1

)
)

となることと, ( 1 0
N 1 ) と ( 1 1

0 1 ) が Γ1(N)の放物元であることから分かる.
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