
ガロアコホモロジー (改訂版)

佐藤周友 (中央大学)

ガロアコホモロジーとは端的に述べると副有限群Gの位相を考慮した群コホモロ

ジーである. よく知られているようにこれは整数論において基本的な道具である. 例
えばガロア群の連続指標群や体のブラウアー群はガロアコホモロジーである. また代
数体上のアーベル多様体Aに付随した Tate-Shafarevich群や Selmer群などは, Aを係
数とするガロアコホモロジーからある種の局所条件をみたすような元たちを取り出

すことによって定義される.
本文はガロアコホモロジーの概説である. Serreの著書 [S]では離散的G加群を係

数とする場合と離散的G群を係数とする非アーベルな場合の 2種類を扱っているが,
ここでは前者に焦点を絞る. この離散的G加群のガロアコホモロジーは Tateの連続
コチェインコホモロジー (論文 [T2]参照)の特別な場合と見なすことができるため,本
文では Tateに倣い,一般の位相的G加群のガロアコホモロジーを扱うことにする.
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記号と約束. 本文で用いる記号と約束をいくつか定めておく.

(1) 体 kに対して次のように記号を定める:

ch(k) := kの標数, k := kの分離閉包, Gk := kの絶対ガロア群Gal(k/k).

(2) 位相空間Xから Y への連続写像全体のなす集合をMapcont(X, Y )と表す.
(3) 群が集合に作用しているとき,その作用を主に「 ·」と表す.
(4) 素数 ℓに対して, ZℓとQℓには常に ℓ進位相を与える.
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1 準備 : G加群の圏
この節ではGを一般の位相群とし,定理 1.9を目標とする. まず次の一般的な概念
を思い出しておく.

定義 1.1 Gが位相空間Mに左から作用しているとき,その作用が連続であるとは,作
用が与える写像

G×M −→M, (g, x) 7−→ g ·x

が連続であることをいう. 位相環の作用についても連続性の概念を同様に定義する.

例 1.2 位相環Zℓが連続に作用するような位相アーベル群の閉部分群は,必ずZℓの作
用で閉じている,すなわち部分 Zℓ加群である.

上記の連続性の概念を用いて,いくつかのG加群のクラスを定義する.

定義 1.3 Gを位相群とする.

(1) 連続な左G作用が与えられた位相アーベル群を位相的G加群とよぶ.
(2) 位相が離散的であるような位相的G加群を離散的G加群とよぶ.
(3) 位数有限な離散的G加群を有限G加群とよぶ.

次の命題は離散的G加群を扱う上で基本的であるが,実質的な内容はM の算法と無

関係である.

命題 1.4 左G作用を持つアーベル群M に離散位相を与える. このとき次の 3つの条
件は互いに同値である:

(1) M は離散的G加群である.
(2) 各 x ∈M の固定化群Gx = {g ∈ G | g ·x = x}はGの開部分群である.
(3) 次の等号が成り立つ:

M =
∪

H⊂G:開部分群

MH .

ただしMH はHによるM の不変部分 {x ∈M | ∀h ∈ H, h ·x = x}を表す.

証明. (2)⇔ (3)は自明である. (1)⇒ (2)は各 x ∈M について合成写像

G
g 7→(g,x) // G×M

(g,y)7→g ·y // M

の連続性をみればよい. (2)⇒ (1)は各 x ∈M についてG×M の部分集合の等号

{(g, y) ∈ G×M | g ·y = x} =
⨿
y∈Mx

Gxhy × {y}

が成り立つことから従う. ただしMxは {y ∈M | ∃g ∈ G, g ·y = x}を表し,各 y ∈Mx

に対して hyは hy ·y = xとなるようなGの元を表す. □
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例 1.5 kを体とし, Gとして kの絶対ガロア群Gk = Gal(k/k)を考える. Gの位相は
クルル位相 (副有限群としての標準的位相)である. nを自然数とし, ℓを素数とする.

(0) Z, Q, Q/Z, Z/nZには常に離散位相を与え, Gが自明に作用するものと約束す
る. これらは離散的G加群である.

(1) kとその乗法群 k×には離散位相とGの自然な作用を与える. これらもまた離
散的G加群である.

(2) nは ch(k)と素であるとする. kに含まれる 1の n乗根全体のなす群

µn :=
{
x ∈ k

∣∣ xn = 1
}

は離散位相とGの自然な作用によって離散的G加群である. アーベル群として
は µnと Z/nZは同型であるが, Gの作用が一般に異なる.

(3) 記号と約束で ZℓとQℓには ℓ進位相を与えたが,さらにGの作用は自明である

と約束する. これらは離散的ではない位相的G加群である.

(4) ℓを ch(k)と素な素数とするとき

Zℓ(1) := lim←−
ν≥1

µℓν , Qℓ(1) := Zℓ(1)⊗Zℓ
Qℓ

は ℓ進位相とGの自然な作用を与えることによって位相的G加群になる. これ
らも離散的ではない位相的G加群である. kが 1の ℓ冪乗根を高々有限個しか

含まない場合,これらの加群は離散位相では位相的G加群にならない.

定義 1.6 f : M → M ′を位相群の連続準同型写像とする. 群準同型 f の核にM の制

限位相を与えたものを (連続準同型) f の核とよび, Ker(f)と表す. 群準同型 f の余像

M/Ker(f)にM の商位相を与えたものを f の余像とよび, Coim(f)と表す. 群準同型
f の像にM ′の制限位相を与えたものを f の像とよび, Im(f)と表す. 群準同型 f の余

核にM ′の商位相を与えたものを f の余核とよび, Coker(f)と表す.

位相を考えない状況での群準同型とは異なり,位相群の連続準同型に対しては準同
型定理 ‘Coim(f) ∼= Im(f) (双連続同型)’が必ずしも成り立たない. 例えば自明でない
群M に離散位相と密着位相を与えてみれば,準同型定理が成り立たないことは明白
である. 次の事実も自明であるが,確認のため補題として述べておく.

補題 1.7 M,M ′を離散位相が与えられた位相群とする. このとき任意の群準同型 f :

M →M ′は連続であり, f に対して位相群の意味での準同型定理が成り立つ.

定義 1.8 位相群Gに対して次のような圏たちを定義する.

M top
G : 位相的G加群全体と連続G準同型写像のなす圏

M disc
G : 離散的G加群全体とG準同型写像のなす圏
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M fin
G : 有限G加群全体とG準同型写像のなす圏

定義からM fin
G ⊂M disc

G ⊂M top
G であり,次のような相違点がある:

(1) M top
G は射影的極限をもつが,帰納的極限の存在について著者は真偽を知らない

([辰]参照). M disc
G は帰納的極限をもつが, M top

G の射影的極限では閉じていない.
M fin

G はいずれについても閉じていない.
(2) M top

G では準同型定理が成り立たないのでアーベル圏にならない. M disc
G とM fin

G

は補題 1.7によりアーベル圏である.

帰納的極限 射影的極限 アーベル圏

M top
G ? ○ ×

M disc
G ○ × ○

M fin
G × × ○

定理 1.9 Gがコンパクトならば,アーベル圏M disc
G は十分多くの入射的対象をもつ.

定理の証明の準備としてアーベル群の圏AbからM disc
G への加法的関手

IndG : Ab −→M disc
G

を IndG(A) := Mapcont(G,A)と定義する (Aの算法でアーベル群とみなす). ただし
f ∈ IndG(A)への g ∈ Gの左作用を (g ·f)(x) := f(xg)と定めた. この作用によって
IndG(A)が離散的G加群であることは以下の補題 1.11 (2)による. 対応A 7→ IndG(A)
が関手的かつ加法的であることは容易に確かめられる.

定理 1.9の証明. 離散的G加群Mを任意に与える. アーベル群として, Mを入射的な
アーベル群 Iに埋め込む. これを i : M ↪→ Iと表す. 次の 2点を示せばよい:

(1) M はG加群として IndG(I)に埋め込まれる.
(2) IndG(I)はM disc

G において入射的である.

(1)は単射G準同型M ↪→ IndG(I)をm 7→ (τm : x 7→ i(x ·m))と定めればよい. (2)は
次の補題 1.10を C = Ab, C ′ = M disc

G , F = IndG, F ′ =忘却関手の場合に適用するこ

とにより得られる. (忘却関手が IndGの左随伴であることは定理 B.1 (1)を参照)

補題 1.10 C , C ′をアーベル圏とし, F : C → C ′を加法的関手とする. F は左随伴関
手F ′をもつと仮定し,さらにF ′は完全関手であると仮定する. このときF はC の入

射的対象を C ′の入射的対象にうつす.

補題 1.10の証明. 仮定から HomC (F
′(Y ), X) = HomC ′(Y, F (X)) (X ∈ C , Y ∈ C ′)

かつ F ′が完全なので, X が入射的ならばHomC ′(−, F (X))は反変的な完全関手であ

る,すなわち F (X) ∈ C ′は入射的である. □
以上で定理 1.9の証明を完了する. □
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次の補題の (2)は定理 1.9の証明で既に使われた. 補題 1.11の証明は §B.1で与える.

補題 1.11 X,Y, Zを位相空間とし, Xはコンパクト, Y は離散的であると仮定する. 集
合Mapcont(X, Y )に離散位相 (=開コンパクト位相)を与える. このとき,

(1) 自然な双射Mapcont(Z,Mapcont(X,Y )) ∼= Mapcont(Z ×X, Y )が成り立つ.

(2) コンパクト群Gが Y に左から連続に作用し, X = Gであると仮定する. この
とき

(g ·f)(x) := g ·f(xg) (x, g ∈ G, f ∈ Mapcont(G, Y ))

という規則によって, GはMapcont(G, Y )に左から連続に作用する.

補足 1.12 Gが体 kの絶対ガロア群ならば, M disc
G は Spec(k)上のエタール層 (エタール位相

でのアーベル群の層)の圏と同値である. 実際, 離散的 G加群M には ‘L/k (有限次分離拡
大) 7→MGL’というエタール層を対応させ,逆に Spec(k)上のエタール層F にはその茎を対
応させればよい (命題 1.4から茎は離散的 G加群である). この圏同値のもとで, 上記の関手
IndGはアフィンスキームの自然な射 Spec(k)→ Spec(k)によるエタール層の順像に対応する.

2 ガロアコホモロジー

Gを副有限群とし, M を位相的G加群とする. 整数 i ≥ 0に対し

C i(G,M) :=

{
M (i = 0)
Mapcont(G

i,M) (i > 0)

とおく. ただし i > 0のときGiは i個のGの直積に積位相を与えた副有限群を表す.
C i(G,M)の元を iコチェイン (i双対鎖)とよぶ. C i(G,M)にはM の算法によって自

然にアーベル群の構造が定まるが, Gの作用や位相は考えない. 微分作用素

d : C i(G,M) −→ C i+1(G,M)

を i = 0では (dx)(g) := g ·x− x (x ∈M , g ∈ G)と定め, i > 0では

(df)(g1, . . . , gi+1) := g1 ·f(g2, . . . , gi+1) +
i∑

j=1

(−1)jf(g1, . . . ,
第j成分︷ ︸︸ ︷
gjgj+1, . . . , gi+1)

+(−1)i+1f(g1, . . . , gi) (f ∈ C i(G,M), g1, . . . , gi+1 ∈ G)

と定める. ただしM へのG作用とM の算法を区別するために後者を加法的に表し

た. さて dを 2回繰り返すと零写像になるので (C∗(G,M), d)は複体である. この複体
のコホモロジーを副有限群GのM 係数ガロアコホモロジーとよぶ:

H i(G,M) :=
Ker(d : C i(G,M)→ C i+1(G,M))

Im(d : C i−1(G,M)→ C i(G,M))
.
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定義から直ちに

H0(G,M) = MG = {x ∈M | ∀g ∈ G, g ·x = x}

H1(G,M) =
{f : G→M 連続写像 | ∀g, ∀g′ ∈ G, f(gg′) = f(g) + g ·f(g′)}
{f : G→M 連続写像 | ∃x0 ∈M, ∀g ∈ G, f(g) = g ·x0 − x0}

である. 条件式 f(gg′) = f(g) + g ·f(g′)を 1コサイクル条件とよぶ.

例 2.1 Gが有限群の場合,ガロアコホモロジーは群コホモロジー ([河] §3.6, [斎] §5.1)
に他ならない. 実際Gが有限ならば, G加群M はどのような位相によっても位相的

G加群であり,ガロアコホモロジーはM の位相によらない.

例 2.2 GがM に自明に作用するならば,標準同型

H1(G,M) ∼= Hom cont(G,M)

が成り立つ. ただし右辺はGからM への連続準同型写像全体のなす群を表す.

2.a ガロアコホモロジーの基本性質

ガロアコホモロジーの係数を変数と見なすことによって位相的G加群の圏M top
G か

ら次数付きアーベル群の圏 G-Abへの加法的共変関手

H∗(G,−) : M top
G −→ G-Ab, M 7→

∞⊕
i=0

H i(G,M)

が得られる. この関手の基本的な性質をいくつか述べる.

(1) 位相的 G加群の短完全系列1 0 → M ′ → M → M ′′ → 0が連続な分裂射2

M ′′ →M をもつならば,ガロアコホモロジーの長完全系列

0 −→ H0(G,M ′) −→ H0(G,M) −→ H0(G,M ′′)

δ−→ H1(G,M ′) −→ H1(G,M) −→ H1(G,M ′′)
δ−→ · · ·

が存在する. 特に, H∗(G,−)はM disc
G に制限すると δ関手である.

(∵) 短完全系列 0→M ′ →M →M ′′ → 0からアーベル群の複体の完全系列

0 −→ C∗(G,M ′) −→ C∗(G,M)
(⋆)−→ C∗(G,M ′′)

が得られる. 連続写像による分裂射M ′′ →M の存在から,複体の射 (⋆)は各次数において全射

である. したがって蛇の補題からコホモロジーの長完全系列が得られる. □
1位相群の系列M ′ f→M

g→M ′′ が完全であるとは,双連続同型 Im(f) ∼= Ker(g)が成り立つときを
いう. 像と核の位相については定義 1.6を参照.

2合成M ′′ →M →M ′′が恒等写像であるような連続写像M ′′ →M を意味する. 分裂射はG同変
でなくてもよいし,準同型でなくてもよい. このような分裂射は離散的 G加群の短完全系列に対して
常に存在する.
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(2) M が離散的G加群ならば,次の標準同型が成り立つ:

H i(G,M) ∼= lim−→
N◁G:開正規部分群

H i(G/N,MN)

ただし右辺は全ての開正規部分群N◁Gにわたる有限群G/N のコホモロジー

の帰納的極限3 である. 特に i > 0ならばH i(G,M)はねじれ群である.
(∵) Gの副有限性とM の離散性によって次のアーベル群の同型が成り立つ:

C∗(G,M) ∼= lim−→
N◁G:開正規部分群

C∗(G/N,MN ) .

アーベル群の帰納的極限は完全性を保つので第 1の主張が従う. 第 2の主張は,有限群G′の群

コホモロジー H i(G′,−)が i > 0では G′ の位数で零化されるという事実から従う. □

(2′) {Mλ}λ∈Λを有向集合Λで添え字付けられた離散的G加群の帰納系とし,その帰
納的極限をM と表す. このとき次の標準同型が成り立つ:

H i(G,M) ∼= lim−→
λ∈Λ

H i(G,Mλ) .

(∵) (2)の事実と帰納的極限の交換によって主張は Gが有限群の場合に帰着される. この場合

にコチェインの比較をすればよい. 詳細は練習問題とする. □

(3) ガロアコホモロジーH∗(G,−)をM disc
G に制限すれば,左完全関手

H0(G,−) : M disc
G −→ Ab, M 7−→MG

の右導来関手に等しい (右導来関手の存在は定理 1.9によって保証される). 特
にM disc

G =: C 上ではH∗(G,−) = Ext∗C (Z,−)である.

(∵) 右導来関手の一意性 ([NSW] p. 129参照)から, H∗(G,−)がM disc
G において普遍的 δ関手

であることを示せばよい. δ関手であることは (1)で示した. 任意のM ∈M disc
G は IndG(M)に

埋め込まれ (定理 1.9の証明を参照), Shapiroの補題 (以下の命題 2.3)の H = {e}の場合から
H i(G,−) (i > 0)は切除可能4 である. 切除可能な δ関手は普遍的である ([斎佐]命題 11.1.8). □

(4) 位相的G加群の連続かつG同変な双加法的写像

M ×M ′ −→M ′′, (x, x′) 7→ ⟨x, x′⟩

があるとき,双加法的写像 (コチェインのカップ積)

C i(G,M)× Cj(G,M ′) −→ C i+j(G,M ′′), (f, f ′) 7→ f ∪ f ′

(f ∪ f ′)(g1, . . . , gi, g
′
1, . . . , g

′
j) := ⟨f(g1, . . . , gi), g1 · · · gi ·f ′(g′1, . . . , g

′
j)⟩

3N ⊂ N ′ であるような 2つの閉 (開でなくてもよい)正規部分群 N,N ′◁Gに対して,自然な全射
G/N ↠ G/N ′ でコチェインを引き戻すことによって準同型写像 H i(G/N ′,MN ′

) → H i(G/N,MN )
が得られる. これを膨張写像という. (2)の帰納的極限の推移写像はこの膨張写像である.

4加法圏の間の加法的関手F : C → C ′が切除可能であるとは,任意のM ∈ C に対してF (u) = 0 (零
写像)となるような単射 u :M ↪→ I が存在することをいう.
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はコホモロジーの双加法的写像

H i(G,M)× Hj(G,M ′) −→ H i+j(G,M ′′), (x, y) 7→ x ∪ y

をひき起こす. これをガロアコホモロジーのカップ積とよぶ.

(∵) コチェインのカップ積は d(f ∪ f ′) = (df)∪ f ′ + (−1)if ∪ df ′という関係をみたすので,コ

ホモロジーのカップ積を誘導する. □

(5) 閉部分群H ⊂ Gに対して,コチェインの制限による自然な準同型写像

Res : H i(G,M) −→ H i(H,M)

がある. これを制限写像とよぶ.

(6) 開部分群H ⊂ Gに対して,余制限写像とよばれる標準的な準同型写像

Cor : H i(H,M) −→ H i(G,M)

(Cor f)(g1, . . . , gi) :=
∑
r∈R

r−1 ·f(rg1[rg1]−1, . . . , [rg1 . . . gi−1]gi[rg1 . . . gi]
−1)

がある. ここでR ⊂ Gは右剰余集合H\Gの完全代表系を表し,右剰余類Ha (a ∈
G)を代表する Rの元を [a]と表した (よって [a]b[ab]−1はH の元である). 上記
の定義はコチェインの対応を表しているが,コチェインの微分と可換であるこ
とが容易に確かめられる. よってコホモロジー類の対応を定めている. (得られ
た写像が Rの取り方によらないことは練習問題とする. §B.3も見よ)

(7) (4)かつ (6)の状況で, H i+j(G,M ′′)において射影公式

Cor(x ∪ Res(y)) = Cor(x) ∪ y (x ∈ H i(H,M), y ∈ Hj(G,M ′))

が成立する. (証明は練習問題とする. §B.3も見よ.)

2.b 群の取りかえ

H ⊂ Gを閉部分群とする. M ∈M disc
H に対し,誘導加群 IndHG (M)を次で定義する:

IndHG (M) := {f ∈ Mapcont(G,M) | ∀h ∈ H, ∀x ∈ G, f(hx) = h ·f(x)} .

M へのG作用を自明なものと見なした上で,補題 1.11 (2)の規則により IndHG (M)を

離散的G加群とみなす (IndHG (M)はMapcont(G,M)の部分G加群である). H = {e}
の場合, IndHG (M)は定理 1.9の証明で用いた IndG(M)に他ならない. 次の Shapiroの
補題は, H = {e}の場合が §2.a (3)の証明で既に使われていることに注意しよう.

命題 2.3 (Shapiroの補題) 任意のM ∈M disc
H に対してH i(G, IndHG (M)) ∼= H i(H,M)

である. 特に (H = {e}の場合) i > 0ならばH i(G, IndG(M)) = 0である.
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証明. まずH = {e}の場合を示す. H0(G, IndG(M)) ∼= M は易しいので省略する.
i > 0と仮定し, H i(G, IndG(M)) = 0を示そう. 補題 1.11 (1)により

(∗) 写像 f : Gi → IndG(M)が連続⇐⇒ f を写像Gi ×G→M とみなして連続

であることに注意する. コチェイン f ∈ C i(G, IndG(M)) (i > 0)を連続写像

f : Gi ×G −→M, (g1, . . . , gi;x) 7→ f(g1, . . . , gi;x)

とみなし,一方, C i+1(G, IndG(M))において df = 0であると仮定する. 定義により

(df)(g1, . . . , gi+1; x) = f(g2, . . . , gi+1; xg1) + (−1)i+1f(g1, . . . , gi;x)

+
i∑

j=1

(−1)jf(g1, . . . , gjgj+1︸ ︷︷ ︸
第j成分

, . . . , gi+1;x)

なので, (g1, . . . , gi+1; x)に (x, g1, . . . , gi; e)を代入して条件式 df = 0を整理すると

f(g1, . . . , gi;x) = (−1)if(x, g1, . . . , gi−1; e)

+
i∑

j=1

(−1)j−1f(x, g1, . . . , gj−1gj︸ ︷︷ ︸
第j成分

, . . . , gi; e)

である (最後の和の j = 1の項は f(xg1, g2, . . . , gi; e)を意味する). そこで

F (g1, . . . , gi−1;x) := f(x, g1, . . . , gi−1; e)

とおくと, (∗)により F はC i−1(G, IndG(M))に属し,しかも f = dF である. したがっ
てH i(G, IndG(M))の任意のコホモロジー類は自明となり, H = {e}の場合が証明さ
れた. (特に §2.a (3)も証明されたことに注意しておく.)
次にHが一般の場合を示す. M disc

H 上の 2つの関手H∗(H,−)とH∗(G, IndHG (−))を
比較する. 両者は δ関手であり (定理B.1 (3)参照),次数 0で一致する. さらにH∗(H,−)
は §2.a (3)により普遍的 δ関手である. したがってH i(G, IndHG (−)) (i > 0)が切除可能
であることを示せば十分である (§2.a (3)の証明を参照). 任意のM ∈M disc

H は IndH(M)

に埋め込まれ,離散的G加群の同型 IndHG (IndH(M)) ∼= IndG(M) (補足 B.2参照)が成
り立つので,上の場合からH i(G, IndHG (−)) (i > 0)は切除可能である. 以上で命題 2.3
がすべて証明された. □

次の事実はGのガロアコホモロジーの計算をより小さい副有限群のガロアコホモ

ロジーの計算に帰着させる際に有用である.

定理 2.4 (Hochschild-Serreスペクトル系列) N ◁ Gを閉正規部分群とし, Γ := G/N

とおく. このときM ∈M disc
G に対してスペクトル系列

Ep,q
2 = Hp(Γ,Hq(N,M)) =⇒ Hp+q(G,M)
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が存在する. 特に次の完全系列が得られる:

0 // H1(Γ,MN) Inf // H1(G,M)
Res // H1(N,M)Γ // H2(Γ,MN) .

ただし Infは全射G ↠ Γ がひき起こす膨張写像 (脚注 3)を表す.

証明. [NSW] (2.4.1)を参照せよ. □

2.c 係数が整 ℓ進表現の場合

有限G加群の射影系 (Mn, tn)n∈N = (Mn, tn : Mn+1 →Mn)n∈Nの射影的極限

T := lim←−
n∈N

Mn (副有限群としての位相を与える)

を係数とするガロアコホモロジーとMn係数ガロアコホモロジーとの関係を述べる.
T の代表的な例は,例 1.5で挙げた Zℓと Zℓ(1),および体 k上の多様体Xを係数拡大

したX ⊗k kの Zℓ係数エタールコホモロジー (Gkの整 ℓ進表現)などである.

定理 2.5 (Tate [T2] Proposition 2.2) 次の短完全系列が存在する:

0 −→ lim←−
n∈N

1 H i−1(G,Mn) −→ H i(G, T ) −→ lim←−
n∈N

H i(G,Mn) −→ 0 .

ここでアーベル群の射影系 (An, tn)n∈Nに対して, lim←−
1
n∈N Anは準同型写像

id−
∏
n∈N

tn :
∏
n∈N

An −−−→
∏
n∈N

An

の余核を表す. (核はもちろん射影的極限 lim←− n∈N Anである.)

定理 2.5の証明. 次のようなアーベル群の複体の短完全系列がある:

0 −→ C∗(G, T ) −→
∏
n∈N

C∗(G,Mn)
id−

∏
tn−−−−−→

∏
n∈N

C∗(G,Mn) −→ 0 .

ここで id−
∏

tnの全射性は,各 iで射影系 {C i(G,Mn), tn}n∈Nが (Mnたちの有限性

により) Mittag-Leffler条件5をみたすという事実による (定理B.8 (2)参照). 一方,アー
ベル群の直積は完全性を保つので中央と右側の複体のコホモロジーはMn係数ガロ

アコホモロジーの直積に等しい. したがって上記の複体の短完全系列に付随したコホ
モロジーの長完全系列を考えることにより定理の短完全系列が得られる. □

5集合の射影系 (Xn, tn)n∈N がMittag-Leffler条件をみたすとは,任意の n ∈ Nに対して n′ ≥ nを
適当に取れば,任意の ν ≥ n′ について Im(Xν → Xn)が一定であることをいう. 有限集合からなる射
影系や,全射からなる射影系は必ずMittag-Leffler条件をみたす. またアーベル群の射影系 (An, tn)n∈N
がMittag-Leffler条件をみたせば lim←−

1
n∈N An = 0である (定理 B.8 (1)参照).
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系 2.6 射影系 (H i−1(G,Mn), tn)n∈NがMittag-Leffler条件をみたす (例えば,有限個を
除く全ての nについてH i−1(G,Mn)が有限)ならば

H i(G, T ) ∼= lim←−
n∈N

H i(G,Mn) .

次に整 ℓ進表現の拡大とその特性類について説明する. M top
G,Zℓ

(ℓは素数)をGとZℓ
が左から連続かつ可換に作用する位相的Zℓ加群と連続Zℓ[G]準同型写像のなす圏と

する. T, T ′ ∈M top
G,Zℓ
に対して, M top

G,Zℓ
における T ′の T による拡大

0 −→ T −→ E −→ T ′ −→ 0 (完全)

の同型類群を Ext1G,Zℓ
(T ′, T )と表す (群構造の定め方は [河] p. 123例 3.5を見よ). 特に

T ′ = Zℓの場合,短完全系列 0 → T → E → Zℓ → 0に付随したコホモロジー長完全

系列6 の境界写像 δE : Zℓ → H1(G, T )の 1 ∈ Zℓでの値を {E}と表すと

αT : Ext1G,Zℓ
(Zℓ, T ) −→ H1(G, T ), E 7→ {E}

という準同型写像 (特性類写像)が得られる.

定理 2.7 (§2.a (3)の類似) 任意の T ∈M top
G,Zℓ
に対して αT は単射である. さらに T が

次の条件 (∗)をみたすならば (例えば T がコンパクトならば), αT は全射である:

(∗) 任意の開部分群 U ⊂ T に対して ℓnT ⊂ U となるような自然数 nが存在する.

証明. αT の単射性は容易なので省略する. T が (∗)をみたすと仮定し, αT の全射性を
示す. 群環 Zℓ[G]に次の形の左イデアルたちを 0の基本近傍系とする位相を与える:

ℓnZℓ[G] + Zℓ[G] ·Ker(ϵN) (n ≥ 0, N ◁ Gは開正規部分群).

ただし ϵN : Zℓ[N ]→ ZℓはN の元をすべて 1にうつす写像 (augmentation)を表す. こ
の位相によってZℓ[G]はM top

G,Zℓ
に属する. B := Ker(ϵG)にZℓ[G]の制限位相を与える

と, M top
G,Zℓ
において次の短完全系列が得られる:

0 −→ B
ι−→ Zℓ[G]

ϵG−→ Zℓ −→ 0 .

さてH1(G, T )の元 xを任意に与え, xを代表する連続 1コサイクル f : G → T を固

定する. 例 1.2の事実と T に関する仮定 (∗)から, f をZℓ線型に延長したZℓ準同型写
像 f ′ : Zℓ[G] → T も連続であり,その制限 φ := f ′|B : B −→ T は f の 1コサイクル

条件によって Zℓ[G]準同型写像である. そこでE ∈M top
G,Zℓ
を

E := Coker((ι, φ) : B −→ Zℓ[G]⊕ T )

と定めると, M top
G,Zℓ
において 0→ T → E → Zℓ → 0という短完全系列が得られ,かつ

{E} = xである. したがって αT は全射である. □

6M top
G,Zℓ

における完全性 (脚注 1)から Zℓの ℓ進位相はEの商位相と一致するので, E → Zℓには連

続 Zℓ準同型による切断が存在する. よって §2.a (1)からガロアコホモロジーの長完全系列が得られる.
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3 ガロアコホモロジーの消滅と双対性

前節では一般の副有限群Gに対してガロアコホモロジーを定義し,基本性質を述べ
たが,ここではGが体 kの絶対ガロア群Gkである場合を主に扱う. 以下のように記
号を定める.

記号 3.1 (1) 位相的Gk加群M に対してH i(k,M) := H i(Gk,M)とおく.

(2) Gk加群の圏M top
Gk

, M disc
Gk

, M fin
Gk
をそれぞれM top

k , M disc
k , M fin

k と表す. ねじれ群
であるような離散的Gk加群全体からなるM disc

k の充満部分圏をM tors
k と表す.

(3) kのガロアコホモロジー次元 cd(k)を

cd(k) := sup
M∈M tors

k

{i ∈ {0} ∪ N | H i(k,M) ̸= 0}

と定める. ただし右辺はM tors
k に属するすべてのGk加群M にわたる和集合の

上限を意味する. 例えば cd(C) = 0, cd(R) =∞ (例A.1 (3)参照)である.

3.a ガロアコホモロジーの消滅

命題 3.2 kを任意の体とする.

(1) i > 0ならばH i(k, k) = 0である.

(2) H1(k, k×) = 0である. (Hilbertの定理 90)

証明. §2.a (2)により,任意の有限次ガロア拡大 L/kに対して

(i) H i(Gal(L/k), L) = 0 (i > 0), (ii) H1(Gal(L/k), L×) = 0

を示せばよい. (i)は Gal(L/k)加群の同型 L ∼= IndGal(L/k)(k) ([藤] p. 203定理 3.36参
照,以下の系B.4も見よ)と Shapiroの補題 (命題 2.3)から従う. 次に (ii)を示す. G :=

Gal(L/k)とおく. コチェインf ∈ C1(G,L×)がコサイクル条件f(gg′) = (g ·f(g′)) f(g)
をみたしているとせよ. a ∈ Lに対して ξ = ξ(f, a) ∈ Lを次のように定める:

ξ :=
∑
g′∈G

f(g′) (g′ ·a) .

ガロア群Gの元たちは Endk(L)の元としてL上線型独立 ([藤] p. 100定理 2.39の系)
なので, aを適当に取れば ξ ̸= 0である. このときコサイクル条件から

g ·ξ =
∑
g′∈G

(g ·f(g′))(gg′ ·a) =
∑
g′∈G

f(g)−1f(gg′)(gg′ ·a) = f(g)−1ξ .

よって f = d(ξ−1)となり fが代表するH1(G,L×)のコホモロジー類は自明である. □
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例 3.3 kを一般の体とする.

(1) nを kの標数と素な自然数とするとき, M disc
k において短完全系列

1 // µn // k× n乗 // k× // 1

がある. これをKummer完全系列とよぶ. ガロアコホモロジーの長完全系列を
考えると,命題 3.2 (2)から次の同型が得られる:

k×/(k×)n ∼= H1(k, µn) (a 7→ d n
√
a ) .

(2) kの標数 ch(k)が p > 0であるとき, M disc
k において短完全系列

0 // Z/pZ // k
1−F // k // 0

がある. ここでFはkの元をp乗する自己準同型写像 (Frobenius作用素)を表す.
上記の完全系列をArtin-Schreier完全系列とよぶ. 命題 3.2 (1)からH1(k, k) = 0

なので,ガロアコホモロジーの長完全系列によって次の同型が得られる:

k/(1− F )k ∼= H1(k,Z/pZ) .

これら 2つの同型は kの巡回拡大を調べる上で基本的である.

3.b 有限体のガロアコホモロジーの双対性

有限体Fの有限次代数拡大F′/Fはガロアかつ巡回的であり,ガロア群Gal(F′/F)は
F上の Frobenius置換

φF′/F : F′ −→ F′, a 7→ aq (q := #(F))

で生成される. したがって有限体 Fの絶対ガロア群GF = Gal(F/F)は Zの副有限完
備化 Ẑと同型であり, Frobenius置換

φF := φF/F : F −→ F, a 7→ aq

によって位相的に生成される. この φF ∈ GFを算術的 Frobenius元とよぶ. これらの
事実の帰結として次の定理が成り立つ.

定理 3.4 (1) cd(F) = 1である.

(2) 自然な写像

H1(F,Q/Z) = Hom cont(GF,Q/Z) −→ Q/Z, χ 7→ χ(φF)

は全単射である. これを有限体 Fのトレース同型とよぶ.
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(3) M ∈M fin
F とする. このときH i(F,M) (i = 0, 1)は有限アーベル群である. さら

にM∨ := Hom(M,Q/Z)とおき, 補題 1.11 (2)と同じ規則によってM∨を有限

GF加群とみなすと,カップ積とトレース同型による双加法的写像

H i(F,M)× H1−i(F,M∨)
∪−→ H1(F,Q/Z) ∼= Q/Z (i = 0, 1)

は有限アーベル群の非退化対である.

証明. 定理 3.4 (2)は同型GF ∼= Ẑ (φF 7→ 1)の帰結である. 定理 3.4 (1)と (3)は以下
の手順で証明できる. 有限巡回群のコホモロジーの計算 (補遺A参照)と §2.a (2)から,
任意のM ∈M tors

F に対して

H1(F,M) ∼= M/Im(1− φF : M →M) (f ∈ C1(GF,M) 7→ f(φF) ∈M)

であることがわかる. この同型から定理 3.4 (3)がただちに従う. さらにこの同型に
よってH1(F,−)はM tors

F において右完全である. よって §2.a (3)と次の補題 3.5から
定理 3.4 (1)が従う. 補題 3.5の証明は練習問題とする. □

補題 3.5 C , C ′をアーベル圏とする. R∗F = (RiF )i≥0を左完全関手 F : C → C ′の

右導来関手とし, RnF が右完全であると仮定する. このとき任意の i > nに対して

RiF = 0 (零関手)である.

練習問題 3.6 ℓを任意の素数とし, T ∈M top
F は有限生成 Zℓ加群 (位相は ℓ進位相)であると

する. このとき

(1) H i(F, T ) (i ≥ 0)は有限生成 Zℓ加群であり, i ≥ 2ならば自明である.
(2) 次の自然な写像は全単射である (ℓ進的なトレース同型):

H1(F,Qℓ/Zℓ) = Hom cont(GF,Qℓ/Zℓ) −→ Qℓ/Zℓ , χ 7→ χ(φF) .

(3) T∨ := Hom cont(T,Qℓ/Zℓ)とおくと,カップ積とトレース同型による Zℓ双線形写像

H i(F, T )× H1−i(F, T∨)
∪−→ H1(F,Qℓ/Zℓ) ∼= Qℓ/Zℓ (i = 0, 1)

はコンパクト群と離散群の Pontryagin双対である.
(4) r > 0かつ ℓ ̸= ch(p)のとき, H1(F,Zℓ(r))の位数を求めよ. ただし Zℓ(r) := Zℓ(1)⊗r.

3.c p進体のガロアコホモロジーの双対性

kを p進体 (= Qpの有限次拡大体)とする. 次の定理において (2)は p進体のBrauer
群論の主定理 ([斎]定理 9.7)と同値であり, (3)の双対性は局所類体論 ([斎]第 10章)
の相互法則 k×/(k×)n ∼= Gab

k /n (nは自然数)を含んでいる.

定理 3.7 (Tate) (1) cd(k) = 2である.
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(2) 次の標準同型 (p進体 kのトレース同型)が存在する:

H2(k, k×) ∼= Q/Z .

(3) M ∈ M fin
k に対して H i(k,M) (i = 0, 1, 2)は位数有限である. さらにM⋆ :=

Hom(M,k×)とおくと,カップ積とトレース同型による双加法的写像

H i(k,M)× H2−i(k,M⋆)
∪−→ H2(k, k×) ∼= Q/Z (i = 0, 1, 2)

は有限アーベル群の非退化対である.

(4) M ∈M fin
k に対して次の等号が成立する:

#(H0(k,M)) ·#(H2(k,M))

#(H1(k,M))
=

1

(ok :mok)
.

ただし okは kの整数環を表し, m := #(M)とおいた.

証明の概略. k×に含まれる 1の冪根たちのなす離散的Gk加群をQ/Z(1)と表すと,
k×のねじれ部分がちょうどQ/Z(1)であり, k×をQ/Z(1)で割った商は一意的に可
除 (uniquely divisible)である. よって §2.a (1), (2)から H2(k,Q/Z(1)) ∼= H2(k, k×)で

あり,定理中の k×をQ/Z(1)で置き換えることができる.
k の剰余体を Fとし, 最大不分岐拡大体を kur とする. よく知られているように

Gal(kur/k) ∼= GFであり,

cd(F) = 1 (定理 3.7 (1)), cd(kur) = 1 (Langの定理, [S] II §3.3.c)

である. (1)はこれらの事実と定理 2.4のスペクトル系列から従う. (1)と同様に,定理
2.4のスペクトル系列をM = Q/Z(1)に適用すると

H2(k,Q/Z(1)) ∼= H1(F,H1(kur,Q/Z(1))) ∼= H1(F, k×
ur ⊗Q/Z) (例 3.3 (1)参照)

であり,正規化された離散付値 k×
ur → Zと有限体 Fのトレース同型は

trk : H2(k,Q/Z(1)) ∼= H1(F, k×
ur ⊗Q/Z) // // H1(F,Q/Z) ∼= Q/Z

という標準的な全射準同型写像を引き起こす. これが (2)のトレース写像である. 写
像 trkの単射性は次のように確かめられる. 離散的Gk加群の短完全系列 0 → µn →
Q/Z(1) ×n−→ Q/Z(1)→ 0からガロアコホモロジーの完全系列

H2(k, µn) −→ H2(k,Q/Z(1)) ×n−→ H2(k,Q/Z(1))(−→ 0)

が得られるので,写像 trkの単射性を示すには各素数 ℓについて合成写像

H1(F, k×
ur/(k

×
ur)

ℓ) ∼= H2(k, µℓ) −→ H2(k,Q/Z(1)) trk−→ Q/Z
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が単射であることを示せば十分である. trkの構成からこの合成写像の像はちょうど
ℓ−1Z/Zである. この事実から問題の単射性は等号

#
(
H1(F, k×

ur/(k
×
ur)

ℓ)
)
= ℓ

を示すことに帰着される. ℓ ̸= pの場合, Henselの補題によって離散付値は同型 k×
ur ⊗

Z/ℓ ∼= Z/ℓをひき起こすので定理 3.4 (3)から上記の等号が従う. ℓ = pの場合, kurの整

数環を ourと表すと,離散的Gk加群 o×ur/(o
×
ur)

p =: A0にはAj/Aj+1 ∼= F, Ar = 0 (r ≫ 0)
となるような長さ有限の減少フィルター {Aj}0≤j≤r が入るので, 命題 3.2 (1)と定理
3.4 (3)から上記の等号が得られる. 以上で (2)が証明された.

(3)と (4)はいずれも p ̸ |#(M)の場合は容易であり, 本質的なのはM が p群の場

合である. (4)については [NSW]第 7章 §3を見よ. 以下では (3)の証明の概略をのべ
る. §2.a (1)を用いた簡単な議論によって, 主張 (3)はM が 1つの素数 ℓによって消

される (ℓM = 0となる)ような場合に帰着される. さらに次の議論によって問題を
M = Z/ℓZの場合に帰着させよう. Mへの作用が自明であるようなGkの開正規部分

群Nを一つ固定し, G := Gk/Nとおく. Gの ℓ-Sylow部分群G′をとり, L := ((k)N)G
′

とおく. [L : k]は ℓと素なので, M とM⋆はそれぞれ誘導加群 IndLk (M) := IndGL
Gk

(M)

と IndLk (M)⋆の直和因子である (誘導加群の定義は §2.bを参照). よってMを IndLk (M)

で置き換えてよい. さらに Shapiroの補題 (命題 2.3)によって

H i(k, IndLk (M)) ∼= H i(L,M), H i(k, IndLk (M)⋆) ∼= H i(k, IndLk (M
⋆)) ∼= H i(L,M⋆)

なので,問題はGが ℓ群の場合に帰着される. このとき単純 Z/ℓZ[G]加群は Z/ℓZの
みなので, M =: M0にはM j/M j+1 ∼= Z/ℓZ, M r = 0 (r ≫ 0)となるような長さ有限
の減少フィルター {M j}0≤j≤rが入る. かくして問題の双対性はM = Z/ℓZの場合に
帰着された.
以下ではM = Z/ℓZの場合に双対性の証明を述べる. i = 0, 2での双対性は (2)の
帰結である. i = 1の場合 (局所類体論と同値な命題)は以下のようにして確かめられ
る. 1の原始 ℓ乗根を添加する拡大の次数は ℓと素なので, 制限写像と余制限写像を
使った簡単な議論によって kは 1の原始 ℓ乗根 ζℓを含むと仮定してよい. okの素元 π

を一つ固定する. 仮定 ζℓ ∈ k×と例 3.3 (1)の同型から,問題は

k×/(k×)ℓ × k×/(k×)ℓ −→ H2(k, µ⊗2
ℓ ) ∼= µℓ (H)

という双加法的写像 (カップ積の反可換性から実は歪対称形式)の非退化性と同値で
ある. ℓ ̸= pの場合, Henselの補題 (F×/(F×)ℓ ∼= o×k /(o

×
k )

ℓ)による同型

Z/ℓZ× F×/(F×)ℓ ∼= k×/(k×)ℓ, (a, b) 7→ πab (a ∈ Z/ℓZ, b ∈ F×/(F×)ℓ)

とトレース同型 σ : F×/(F×)ℓ ∼= H1(F, µℓ) ∼= µℓ ∼= Z/ℓZ (最後は ζℓ 7→ 1)がある. これ
らを用いて,歪対称形式 (H)を表示すると, a, c ∈ Z/ℓZと b, d ∈ F×/(F×)ℓに対して

((a, b), (c, d)) 7→ ζ
a ·σ(d)−c ·σ(b)
ℓ
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となり,したがって非退化である. ℓ = pの場合はやや複雑である. B := k×/(k×)pと

おき,減少フィルター {Bj}j≥0を

B0 := B, Bj := Im({1 + πjx | x ∈ ok} → B) (j ≥ 1)

と定める. e′ := pe/(p− 1) (eは kの絶対分岐指数)とおくと,仮定 ζp ∈ k×から e′は整

数であり,簡単な計算からBe′+1 = 0かつ

Bj/Bj+1 ∼=


Z/pZ , y 7→ ordk(y) (j = 0)
F , 1 + πjx 7→ x (0 < j < e′, p̸ | j)
0 (0 < j < e′, p|j)
F/(1 + cφ)F , 1 + πe

′
x 7→ x (j = e′)

(I)

であることがわかる. ただし x ∈ ok に対して xは Fでの剰余類を表す. c ∈ F×は

p−1πeの剰余類を表し, φは Fの元を p乗する Frobenius写像を表す. この減少フィル
ターを使って歪対称形式 (H)を計算すると以下のようになる. 各 0 ≤ j ≤ e′について

(H)はBj ×Be′−j+1を消す. したがって (H)は

Bj/Bj+1 ×Be′−j/Be′−j+1 −→ µp (Hj)

という双加法的写像をひき起こす. さて有限体の拡大 F/Fpのトレース写像 F → Fp
を τ と表し,単数 (1− ζp)

−pπe
′ ∈ o×k の F×での剰余類を uと表す. (Hj)を上記の同型

(I)を通して表示すると, a, b ∈ Z/pZと ξ, η ∈ Fに対して
(a, η) 7→ ζ

a·τ(uη)
p (j = 0)

(ξ, η) 7→ ζ
−j·τ(uξη)
p (0 < j < e′, p̸ | j)

(ξ, b) 7→ ζ
−b·τ(uξ)
p (j = e′)

となる. この表示から各 jで双加法的写像 (Hj)は非退化なので,歪対称形式 (H)も非
退化である. □

練習問題 3.8 練習問題3.6と同様に,有限生成Zℓ加群 (ℓは任意の素数)であるようなT ∈M top
k

に対してガロアコホモロジーの双対性を定式化し,証明せよ.

4 代数体のガロアコホモロジーとSelmer群
§4では kを代数体 (= Qの有限次拡大体)とする. kのすべての素点の集合を P と

し,素点 v ∈ P における kの完備化を kvと表す. kのすべての無限素点の集合をP∞と

表す. また,実素点の集合を PRと表し,複素素点の集合を PCと表す (P∞ = PR
⨿

PC

である). さて Sを P∞を含むような P の部分集合とする. Sの有限性は仮定しない.
kSを Sの外不分岐な (Sに含まれる素点でのみ分岐を許すような) kの最大ガロア拡
大とし, GS := Gal(kS/k)とおく. 各 v ∈ Sに対して体の埋め込み kS ↪→ kvを固定し,
これによって kvの絶対ガロア群Gv = Gkv からGSへの準同型写像Gv → GSを決め

ておく. 像は素点 vの分解群である.
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4.a 代数体のガロアコホモロジーの双対性

代数体のガロアコホモロジーの双対性は p進体の場合と比べてかなり複雑である.
定式化には大きく分けて,イデール類係数のガロアコホモロジーを使う Poitou-Tateの
方法とエタールコホモロジーを使うArtin-Verdierの方法の 2通りがある. これら 2通
りの双対性の主張は互いに同値であり,大域類体論の諸定理と深く関わっている. こ
こでは前者の定式化を用いる (大域類体論の内容については省略する).
kの有限次ガロア拡大Kに対して

O×
K,S := {a ∈ K× | ∀v ∈ PK ∖ SK , ordv(a) = 0} (S単数群)

UK,S :=
∏

v∈SK
{1} ×

∏
v∈PK∖SK

O×
v (⊂ IK)

CS(K) := K×\IK/UK,S = CK/UK,S (Sイデール類群)

と定める. ただし PKはKのすべての素点の集合, SKは S上にあるKの素点の集合

を表す. IK と CK はそれぞれKのイデール群とイデール類群を表し, Kの有限素点
vに対してOvはKv (vによるKの完備化)の整数環を表す. O×

K,SとCK,Sにはガロア

群Gal(K/k)が自然に作用するので, GS加群O×
S とCSをそれぞれ次のように定める:

O×
S := lim−→

k⊂K⊂kS

O×
K,S , CS := lim−→

k⊂K⊂kS

CS(K) .

ただし帰納的極限は kS に含まれる kのすべての有限次ガロア拡大Kをわたる. O×
S

とCSには離散位相を与える. 命題 1.4からこれらは離散的GS加群になる. また位相
的GS加群M に対して, IIIi(GS,M) (i ≥ 0)を制限写像

Resi : H i(GS,M) −→
∏
v∈S

H i(kv,M)

の核として定義する. ただし §4の冒頭で固定した群準同型Gv → GS をここで用い

た. 定義からただちに III0(GS,M) = 0である.

定理 4.1 (Poitou-Tate) 以下の (2)～(5)においてはM を有限GS加群とし, M の位数
を割るような素点 v ∈ P はすべて Sに属するものと仮定する.

(1) 次の標準的なトレース同型が存在する:

H2(GS,CS) ∼=
1

#(GS)
Z/Z :=

∪
k⊂K⊂kS

1

[K : k]
Z
/
Z (⊂ Q/Z).

ただし右辺の合併は kSに含まれる kのすべての有限次ガロア拡大Kをわたる.
(2) 以下M は定理の冒頭の通りとする. i ≥ 3ならばResiは同型である:

H i(GS,M) ∼=
⊕
v∈PR

H i(kv,M)

(定理 3.7 (1)から, i ≥ 3ならば有限素点 vに対しては H i(kv,M) = 0であるこ

とに注意). 特に i ̸= 1, 2ならば IIIi(GS,M) = 0である.
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(3) IIIi(GS,M) (i = 1, 2)は位数有限である. さらにM⋆ := Hom(M,O×
S )とおくと,

次の有限アーベル群の非退化対が存在する7 :

IIIi(GS,M)× III3−i(GS,M
⋆) −→ 1

#(GS)
Z/Z (i = 1, 2).

(4) 制限直積
⨿∏

v∈S H1(kv,M)を次で定義する:{
(xv)v ∈

∏
v∈S H1(kv,M)

∣∣∣有限個を除く ∀v ∈ S ∖ P∞で xv ∈ H1
ur(kv,M)

}
.

ここで有限素点 vに対してH1
ur(kv,M)は膨張写像H1(Fv,M Iv)→ H1(kv,M)の

像を表す (Fvは vの剰余体, IvはGvの惰性部分群を表す). また,位相アーベル
群Aの Pontryagin双対をA∨と表す. これらの記号のもとで,次の位相アーベル
群の長完全系列が存在する (resiは Resiが誘導する写像を意味する):

0 // H0(GS,M)
res0 //

∏
v∈S H0(kv,M)′ // H2(GS,M

⋆)∨

// H1(GS,M)
res1 //

⨿∏
v∈S H1(kv,M) // H1(GS,M

⋆)∨

// H2(GS,M)
res2 //

⊕
v∈S H2(kv,M) // H0(GS,M

⋆)∨ // 0 .

(finite) (compact) (compact)

(discrete) (locally compact) (compact)

(discrete) (discrete) (finite)

ただしH0(kv,M)′は vが無限素点なら修正コホモロジー Ĥ0(kv,M) (例A.1 (5))
を表し, vが有限素点なら通常のガロアコホモロジーH0(kv,M)を表す.

(5) Sが有限集合ならばH i(GS,M) (i = 0, 1, 2)も有限であり,次の等号が成立する:

#(H0(GS,M)) ·#(H2(GS,M))

#(H1(GS,M))
=

∏
v∈PR

#(H0(kv,M))

#(M)
×

∏
v∈PC

1

#(M)
.

証明. [NSW] (8.4.4), (8.6.7), (8.6.10), (8.7.4)を見よ. □

例 4.2 (1) Sが有限集合ならば定理 4.1 (5)から H1(GS,Z/nZ)は有限である. この
ことは Sの外不分岐な kの n次巡回拡大が高々有限個であることを意味する.

(2) pを素数とし, Sを p上の全素点と P∞を含む有限集合とする. p ≥ 3ならば

2∑
i=0

(−1)i dimFp H i(GS, µ
⊗j
p ) =

{
−#(P∞) (jが奇数)

−#(PC) (jが偶数).

p = 2ならば,任意の jに対して µ⊗j
2
∼= Z/2Zであり,

2∑
i=0

(−1)i dimF2 H i(GS,Z/2Z) = −#(PC).

7S が素数 p上の全素点を含むならば, kS は円分 Zp 拡大を含み, #(GS)
−1Z/Zは Qp/Zp を含む.
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4.b Selmer群

古典的な Selmer群は代数体 k上のアーベル多様体Aに対して定義される:

Sel(A/k) := III1(k,Ators) .

ただし III1(k,−)は §4.aで定義した III1(GS,−)の S = P の場合 (つまりGS = Gkの

場合)を意味する. Selmer群に近い不変量として Tate-Shafarevich群 III(A/k)がある:

III(A/k) := III1(k,A) .

これらの群の関係は次のような短完全系列で表すことができる:

0 −→ A(k)⊗Q/Z −→ Sel(A/k) −→ III(A/k) −→ 0.

[T1] Conjecture 4.1において III(A/k)は一般に有限であろうと予想されているが,非
常に難しい問題である (この問題に関する文献としてRubinの論文 [R]を挙げておく).
これから定義する Selmer群は大雑把に言えばこれらの群の一般化であるが, 局所条
件系を 1つの変数と見なすことで非常に使いやすい道具になっている.

定義 4.3 M ∈M fin
k とする.

(1) 各素点 v ∈ P について部分群 Lv ⊂ H1(kv,M)を集めた族L = {Lv}v∈P がM

の局所条件系であるとは,有限個を除くすべての有限素点 vについて

Lv = H1
ur(kv,M) := Im(Inf : H1(Fv,M Iv) ↪→ H1(kv,M))

(Fvは vの剰余体, IvはGvの惰性部分群)であることをいう.

(2) M の局所条件系L = {Lv}v∈P に対して Selmer群H1
L (k,M)を

H1
L (k,M) := Ker

(
res1 : H1(k,M) −→

∏
v∈P

H1(kv,M)

Lv

)
と定義する. ただし res1は制限写像がひき起こす写像を意味する. §2.a (2)の性
質とL の定義によって Im(res1)は直和に含まれることに注意しておく.

(3) L = {Lv}v∈P をM の局所条件系とする. M⋆ = Hom(M,k×)とおくと, 定理
3.7 (3)と例A.1 (4)によって各素点 v ∈ P に対して有限アーベル群の非退化対

H1(kv,M)× H1(kv,M
⋆) −→ Q/Z .

がある. そこでH1(kv,M
⋆) (v ∈ P )の部分群の族L ⋆ = {L⋆v}v∈P を

L⋆v :=上記の非退化対での Lvの完全零化域 (直交補空間)

と定義すると, L ⋆はM⋆の局所条件系になっている (確かめてみよ). これをL

の双対局所条件系とよぶ.
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Selmer群H1
L (k,M)の位数が有限であることを確認しよう.

命題 4.4 L = {Lv}v∈P をM ∈M fin
k の局所条件系とする. kの素点の有限集合 Sが

(i) Lv ̸= H1
ur(kv,M)であるような有限素点 v,

(ii) 惰性部分群 Iv◁GvがM に非自明に作用するような有限素点 v,

(iii) 無限素点

をすべて含むならば, M はGS加群であり, H1(k,M)の部分群として

H1
L (k,M) = Ker

(
res1S : H1(GS,M) −→

∏
v∈S

H1(kv,M)

Lv

)
である. ただし res1Sは制限写像がひき起こす写像を意味する. 特に定理 4.1 (5)の前半
の主張からH1

L (k,M)は位数有限である.

証明. NS := Gal(k/kS)とおく. Sが (ii), (iii)を含むことからNSはM に自明に作用

するのでM はGS加群である. まず次の等号を示そう:

H1(GS,M) = Ker
(

res1 : H1(Gk,M) −→
∏

v∈P∖S

H1(kv,M)

H1
ur(kv,M)

)
. (U)

(∵) 定理 2.4により次の完全系列がある:

0 // H1(GS ,M)
Inf // H1(Gk,M)

Res // H1(NS ,M)GS .

NS はM に自明に作用するので,制限写像

H1(NS ,M)GS −→
∏

v∈P∖S

H1(Iv,M)GFv =
∏

v∈P∖S

H1(kv,M)

H1
ur(kv,M)

は制限写像

Hom cont,GS (NS ,M) −→
∏

v∈P∖S

Hom cont,GFv
(Iv,M)

と同一視される (例 2.2). NS は各 v ∈ P ∖ S の惰性部分群をすべて含むGk の最小の閉

正規部分群なので,この写像は単射である. したがって等号 (U)が成り立つ. □

命題の証明に戻る. Sが (i)を含むことから任意の v ∈ P∖Sに対してH1
ur(kv,M) = Lv

である. 命題の等号はこの事実と等号 (U)から従う. □
次の定理は Poitou-Tateの定理 (定理 4.1)の応用であるが, H1

L (k,M)の位数を計算

する際に有効な公式である.

定理 4.5 (Wiles [W] Proposition 1.6) M ∈ M fin
k とその局所条件系L = {Lv}v∈P に

対して,次の等号が成立する (次の補足も見よ):

#(H1
L (k,M))

#(H1
L ⋆(k,M⋆))

=
#(H0(k,M))

#(H0(k,M⋆))
·
∏
v∈P

#(Lv)

#(H0(kv,M))
.
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補足 4.6 有限素点 vに対しては,有限アーベル群の完全系列

0 // H0(kv,M) //M Iv
1−φv //M Iv // H1(Fv,M Iv) // 0

(φvはGFv の算術的 Frobenius元)によって#(H0(kv,M)) = #(H1
ur(kv,M))である. したがっ

て定理の右辺の積は実質有限積である.

定理の証明. 命題 4.4のような有限集合 S ⊂ P を固定する. 必要ならば Sを大きくし

て, #(M)を割るような素点はすべて Sに含まれると仮定する. 完全系列の可換図式

H1
L (k,M)

� _

��

∏
v∈S

Lv
∼ //

� `

�� 
  

  
 

∏
v∈S

(
H1(kv,M

⋆)

L⋆
v

)∨

��
0 // III1(GS ,M) // H1(GS ,M) //

��

∏
v∈S

H1(kv,M) //

����

H1(GS ,M
⋆)∨

����∏
v∈S

H1(kv,M)

Lv

∏
v∈S

H1(kv,M)

Lv
H1

L ⋆(k,M⋆)∨

を考えよう. ただし中央の水平な系列の完全性は定理 4.1 (4)の長完全系列の中央での
完全性による. この図式と定理 4.1 (3), (4)から次の有限アーベル群の完全系列が得ら
れる:

0 −→ H0(GS,M) −→
∏
v∈S

H0(kv,M)′ −→ H2(GS,M
⋆)∨

−→ H1
L (k,M) −→

∏
v∈S

Lv −→ H1(GS,M
⋆)∨ −→ H1

L ⋆(k,M⋆)∨ −→ 0 .

定理の等号は,位数の商#(H1
L (k,M))/#(H1

L ⋆(k,M⋆))をこの完全系列とM⋆に対す

る定理 4.1 (5),および例A.1 (5)の等号を用いて計算することにより得られる. □

例 4.7 pを素数とし, M := µpとする. S := {v ∈ P | v|pまたは v|∞}とおき, M の局
所条件系L = {Lv}v∈P を

Lv :=


H1

ur(kv, µp) (v ∈ P ∖ S)
o×v /(o

×
v )

p (v ∈ S ∖ P∞)
H1(kv, µp) (v ∈ P∞)

と定める. ただし有限素点 vに対して ovは kvの整数環を表す. このときM⋆ = Z/pZ,

L⋆v =

{
H1

ur(kv,Z/pZ) (v ∈ P ∖ P∞)
0 (v ∈ P∞)
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なので,命題 4.4の証明の等号 (U)を用いると

H1
L ⋆(k,Z/pZ) = {χ ∈ Hom cont(GP∞ ,Z/pZ)| ∀v ∈ PR, χ|Gv = 0}

である. 不分岐類体論から,この群の位数は kのイデアル類群Cℓを用いて#(Cℓ/p)と
表される. 一方, kの整数環を okと表すと,完全系列

1 −→ o×k −→ k× ord−→
⊕

v∈P∖P∞

Z −→ Cℓ −→ 0

と同型H1(k, µp) ∼= k×/(k×)p, H1(kv, µp)/Lv ∼= Z/pZ (v ∈ P ∖ P∞)から

#(H1
L (k, µp)) = #(o×k /(o

×
k )

p) ·#(Cℓ[p])

である (Cℓ[p]はCℓの位数 pの元のなす部分群). Cℓの有限性から#(Cℓ/p) = #(Cℓ[p])
なので,以上の事実と定理 4.5は

dimFp(o
×
k /(o

×
k )

p) = dimFp(H
0(k, µp))− 1 + [k : Q]−#(PC)

を導く (拡大次数 [k : Q]は素点 v|pの局所項の寄与). 最後の [k : Q]−#(PC)は#(P∞)

に等しいので,この等号は rank(o×k ) = #(P∞)− 1 (Dirichletの単数定理の階数の表示
の部分)を示唆していることがわかる.

補足 4.8 Gk の p進表現 V に対して, Blochと Katoは ‘finite part’という H1(k, V )の部分空
間を定義した. これは上述の Selmer群の係数を p進表現の場合に拡張したものであり, p進
Hodge理論を用いた重要な不変量である. 興味のある読者は [BK] §5を参照して頂きたい. ま
た多様体のエタールコホモロジーを係数としたガロアコホモロジーの扱いに関する基本的な

文献として Jannsenの論文 [J]を挙げておく.

A 有限巡回群の群コホモロジー

有限体や実数体のガロアコホモロジーの計算は,実質的には有限巡回群の群コホモ
ロジーの計算である. ここでは本文の補足として有限巡回群の群コホモロジーの基本
的な計算方法を記しておく.
Gを有限巡回群とし, M をG加群とする. M の算法を便宜上加法で表す. M の自
己準同型写像 νを

ν : M −→M, x 7−→
∑
g∈G

g ·x

と定義する. Z[G]をG上の整群環とし,準同型写像 (augmentation)

ϵ : Z[G] −→ Z
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を [g] 7→ 1 (g ∈ G)と定める. Gの生成元 γを 1つ固定すると, Z[G]加群の完全系列

· · · ν // Z[G]
1−γ // Z[G] ν // Z[G]

1−γ // Z[G] ϵ // Z // 0

が得られる. ただし νは上記の ν : M →M の定義をM = Z[G]の場合に適用したも

のである. この事実と群コホモロジーの一般的な事実 (H i(G,M) ∼= ExtiZ[G](Z,M))か
ら,任意のG加群M に対して次の同型が成り立つ:

H i(G,M) ∼=


MG = Ker(1− γ : M →M) (i = 0)
Ker(ν : M →M)/Im(1− γ : M →M) (iが奇数)
Ker(1− γ : M →M)/Im(ν : M →M) (iが正の偶数) .

ただし i > 0での同型はGの生成元 γに依存している (すなわち#(G) ≥ 3ならば標

準的ではない)ことに注意しよう.

例 A.1 (1) Gの生成元 γを固定するとき準同型写像C1(G,M)→M, f 7→ f(γ)は

次の同型をひき起こす:

H1(G,M) ∼= Ker(ν : M →M)/Im(1− γ : M →M) .

(2) G = Z/nZのとき

H i(G,Q/Z) ∼=


Q/Z (i = 0)
Z/nZ (iが奇数)
0 (iが正の偶数).

(3) G = Gal(C/R)のとき

H i(R,C×) = H i(G,C×) ∼=


R× (i = 0)
{1} (iが奇数)
{±1} (iが正の偶数).

(4) G = Gal(C/R)のとき,有限G加群M に対してM⋆ := Hom(M,C×)とおくと,
コホモロジーのカップ積と (3)の同型による標準的な双加法的写像

H1(R,M)× H1(R,M⋆)
∪−→ H2(R,C×) ∼= {±1}

は有限アーベル 2群の非退化対である.

(5) 一般の有限群Gに対して修正コホモロジー Ĥ0(G,M)を

Ĥ0(G,M) := H0(G,M)/Im(ν : M →M)
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と定義する. (4)の状況では次の有限アーベル 2群の非退化対が得られる:

Ĥ0(R,M)× H2(R,M⋆)
∪−→ H2(R,C×) ∼= {±1} .

この双対性から次の等号が成立する:

#(Ĥ0(R,M)) = #(H2(R,M⋆)) = #(Ĥ0(R,M⋆)) .

また次のような等号も成立する ([NSW] (7.3.5)の証明を参照):

#(H0(R,M)) ·#(H0(R,M⋆)) = #(M) ·#(Ĥ0(R,M)) .

B いくつかの補足

B.1 補題 1.11の証明

(1)の証明. 集合A,Bに対し, AからBへの写像全体の集合をMap(A,B)と表す.
写像 (f : z 7→ fz) ∈ Map(Z,Map(X, Y ))を写像

φf : Z ×X −→ Y, (z, x) 7→ fz(x)

にうつす双射

Map(Z,Map(X,Y )) ∼= Map(Z ×X, Y )

を考える. 対応 f 7→ φf の逆対応は写像 φ : Z ×X → Y を次の写像にうつす:

fφ : Z −→ Map(X, Y ), z 7→ (fφ,z : x 7→ φ(z, x)).

さて,上記の双射において左辺の部分集合Mapcont(Z,Mapcont(X,Y ))が右辺の部分集

合Mapcont(Z×X, Y )に対応することを示す. 写像 f ∈ Mapcont(Z,Mapcont(X,Y ))に対

してφf が連続写像であることは容易である (ここではXのコンパクト性を必要とし

ない). 逆に φ : Z ×X → Y を連続写像とし,写像 fφ : Z → Map(X,Y )を考える. φ
の連続性により,各 z ∈ Zに対して fφ,z : X → Y は連続である. すなわち写像 fφは

Mapcont(X, Y )に値をもつ. 次に fφの連続性を証明する. 連続写像 γ : X → Y に対し,

f−1
φ (γ) = {z ∈ Z | fφ,z = γ}

がZの開集合であることを示そう. 任意の点 z0 ∈ f−1
φ (γ)に対し, z0の開近傍 V で,

z ∈ V =⇒ φ(z, x) = γ(x) (∀x ∈ X) (B.1)

となるものを見つければよい. 仮定からXはコンパクト,かつ Y は離散的だから γは

局所定値写像である. すなわちXの有限個の開集合 U1, U2, . . . , Urを適当に選べば,

X = U1 ⊔ U2 ⊔ · · · ⊔ Ur (集合の直和), γ(Ui) = {yi} (定値)
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となる. そこで,各 i = 1, 2, . . . , rに対して, z0の開近傍 Vi ⊂ Zで,

φ(Vi × Ui) = {yi} (B.2)

となるもの構成しよう (このような Viが得られれば, V = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vrは上記

の性質 (B.1)をみたす z0の開近傍である). まず, φ−1(yi)は Z × X の開集合であり,
{z0} × Uiを含むことに注意しておく. 各点 x ∈ Uiに対し, z0の開近傍 Ix ⊂ Zと xの

開近傍 Jx ⊂ Uiで, Ix × Jx ⊂ φ−1(yi)なるものをとる. {Jx}x∈Ui
はコンパクト集合 Ui

の開被覆だから,有限個の点 x1, x2, . . . , xn ∈ Uiを適当に選ぶことで {Jxj}nj=1をUiの

開被覆とすることができる. よって

Vi = Ix1 ∩ Ix2 ∩ · · · ∩ Ixn

とおけば, Viは上記の性質 (B.2)をみたす z0の開近傍である.
(2)の証明. f ∈ Mapcont(G, Y )を任意の元とし,固定化群Gf = {g ∈ G | g ·f = f}
がGの開集合であることを示す (命題 1.4参照). Gはコンパクトであり, Y は離散的
だから, 連続写像 f : G → Y は局所定値写像である. 特に Gの開正規部分群 N を

適当に選ぶことにより, f は自然な射影 G ↠ G/N を経由する. G/N の完全代表系

{xi}ri=1 ⊂ Gを 1つ固定し,各 i, j ∈ {1, 2, . . . , r}に対して

yi := f(xi) ∈ Y, Ui := xiN, Vi := {g ∈ G | ∀x ∈ Ui , (g ·f)(x) = yi},

Aij := {g ∈ G | ∀x ∈ Ui , xg ∈ Uj} = {g ∈ G | xigN = Uj} = x−1
i xjN,

Bij := {g ∈ G | g ·yj = yi}

とおく. Ui, Aij, BijはいずれもGの開集合である. 定義により

Vi =
r∪
j=1

(Aij ∩Bij)

であるから, ViもGの開集合である. さらにGf = V1 ∩ V2 ∩ · · · ∩ Vrだから, Gf もG

の開集合である.

B.2 誘導加群についての補足

Gをコンパクト群とし, Hをその閉部分群とする. 離散的G加群M に対し,誘導加
群を次のように定義した (§2.b参照):

IndHG (M) = {f ∈ Mapcont(G,M) | ∀h ∈ H, ∀x ∈ G, f(hx) = h ·f(x)} .

Gの左作用の定義は (g ·f)(x) := f(xg) (x, g ∈ G, f ∈ IndHG (M))であった. IndHG は圏
M disc

H からM disc
G への加法的共変関手である. 一方で,圏M disc

G からM disc
H への自然な

関手として制限関手 (Gの作用をHに制限する関手)がある. これを ResGH : M disc
G →

M disc
H と表す. 関手 ResGH と IndHG の関係は次の通りである.
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定理 B.1 HをGの閉部分群する. このとき

(1) M ∈M disc
G とM ′ ∈M disc

H に対し,アーベル群の自然な同型

HomM disc
H
(ResGH(M),M ′) ∼= HomM disc

G
(M, IndHG (M

′))

が成り立つ. 特に ResGH は IndHG に左随伴である.

(2) IndHG はM disc
H の入射的対象をM disc

G の入射的対象にうつす.

(3) IndHG ◦ ResGH : M disc
G →M disc

G は完全関手である.

証明の概略. M ∈M disc
G に対して自然なG準同型

ι :M −→ IndHG (M), m 7→ (ιm : x ∈ G 7→ x ·m ∈M) (B.3)

がある. (1)の主張の同型はH 準同型 φ : ResGH(M)→M ′を合成写像

M
ι // IndHG (M) = IndHG (ResGH(M))

Ind(φ) // IndHG (M
′)

にうつすことで得られる. 逆写像は自然なH 準同型

ϵ : IndHG (M
′) −→M ′, f 7→ f(e) (eはGの単位元)

を用いて構成できる. (2)は (1)と補題 1.10,およびResGHの完全性から従う. (3)は, M ∈M disc
G

に対してアーベル群の自然な同型

IndHG (M) ∼= Mapcont(G/H,M), f 7→ (λf : xH 7→ x · f(x−1))

が成り立つという事実から従う. □

補足 B.2 H ′をHの閉部分群とする. 定理B.1 (1)により, IndH
′

G と IndHG ◦ IndH
′

H はどちらも制

限関手M disc
G →M disc

H′ の右随伴関手だから,自然同値 IndH
′

G
∼= IndHG ◦ IndH

′
H が成り立つ. 特に

任意のM ∈M disc
H′ に対して離散的G加群の標準同型

IndH
′

G (M) ∼= IndHG (IndH
′

H (M))

が成り立つ. この同型は次のように表すことができる. φ ∈ IndH
′

G (M)に対して写像

fφ : G −→ Mapcont(H,M), x 7→ (fφ,x : h 7→ φ(hx)) (x ∈ G, h ∈ H)

を考える. 各 x ∈ Gに対し fφ,x : H → M が連続であること, および fφ が連続であること

は補題 1.11 (1)と同様である. また各 x ∈ Gに対して fφ,x ∈ IndH
′

H (M)であること, および
fφ ∈ IndHG (IndH

′
H (M))あることも容易にわかる. 上記の同型は対応 φ 7→ fφである.

以下ではさらに, HはGの開部分群 (すなわち指数有限)であると仮定する. Gを右
H集合とみなすことにより, Z[G]を右Z[H]加群とみなす. 左H加群M に対し,左G

加群 indHG (M)を

indHG (M) := Z[G]⊗Z[H] M
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と定める. ただしGの左作用は Z[G]への自然な左作用がひき起こすもの, すなわち
g ∈ Gと [x]⊗m ∈ indHG (M) (x ∈ G, m ∈M )に対して

g ·([x]⊗m) := [gx]⊗m

と定める. さてMが離散的H加群であるとき, indHG (M)に離散位相を与えると, Hが
Gの開部分群という仮定から離散的G加群になる. 関手 indHG : M disc

H → M disc
G の性

質は次の通りである.

定理 B.3 HをGの開部分群とする. このとき
(1) indHG : M disc

H →M disc
G は完全関手である.

(2) M ∈M disc
H とM ′ ∈M disc

G に対し,アーベル群の自然な同型

HomM disc
G
(indHG (M),M ′) ∼= HomM disc

H
(M,ResGH(M

′))

が成り立つ. 特に indHG は ResGH に左随伴である.
(3) ResGH はM disc

G の入射的対象をM disc
H の入射的対象にうつす.

証明の概略. (1)は Z[G]が自由 Z[H]加群であることによる. 次にM ∈M disc
H に対し,自然な

H 準同型
α :M −→ indHG (M), m 7→ [e]⊗m (eはGの単位元)

がある. (2)の主張の同型はG準同型 φ : indHG (M)→M ′を合成写像

M
α // indHG (M) = ResGH(indHG (M))

ResGH(φ)
// ResGH(M

′)

にうつす写像である. 逆写像は自然なG準同型

β : indHG (M
′) −→M ′, [g]⊗m 7→ g ·m (g ∈ G, m ∈M ′)

を用いて構成できる. (3)は (1), (2)と補題 1.10から従う. □

関手 indHG : M disc
H →M disc

G と IndHG : M disc
H →M disc

G の関係は次の通りである.

定理 B.4 H をGの開部分群とする. このとき自然同値 IndHG ∼= indHG が成り立つ. 特
に任意のM ∈M disc

H に対して次の標準的G同型が成り立つ:

IndHG (M) ∼= indHG (M) .

証明の概略. Λ ⊂ Gを左剰余集合G/H の完全代表系とし, f ∈ IndHG (M)に対して

θM (f) :=
∑
x∈Λ

[x]⊗ f(x−1) ∈ indHG (M)

とおく. 完全代表系 Λの有限性から θM (f)は有限和である. また f(hx) = h ·f(x) (x ∈ G,
h ∈ H)であるから, θM (f)は Λのとり方によらない. こうして得られた写像

θM : IndHG (M) −→ indHG (M), f 7→ θM (f)

がG加群の準同型であること,および逆写像をもつことは,直接計算で容易にわかる. また対
応M 7→ θM が IndHG から indHG への自然同値を与えることも容易に確かめられる. □
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定理B.3 (2)と定理B.4から, IndHG はResGHに左随伴である. 特にM ∈M disc
G に対し,

HomM disc
G
(IndHG (ResGH(M)),M) ∼= HomM disc

H
(ResGH(M),ResGH(M))

が成り立つ. 右辺の元 id : ResGH(M)→ ResGH(M)に対応する左辺の元

Tr : IndHG (M) = IndHG (ResGH(M)) −→M (G準同型) (B.4)

をトレース写像とよぶ. 左剰余集合G/Hの完全代表系Λ ⊂ Gを用いると

Tr(f) =
∑
x∈Λ

x ·f(x−1) (f ∈ IndHG (M))

であることが容易に確かめられる.

B.3 余制限写像についての補足

Gを副有限群とし, H ⊂ Gを開部分群とする. M ∈M disc
G の場合に, §2.a (6)の余制

限写像

Cor : H i(H,M) −→ H i(G,M)

(Cor f)(g1, . . . , gi) :=
∑
r∈R

r−1 ·f(rg1[rg1]−1, . . . , [rg1 . . . gi−1]gi[rg1 . . . gi]
−1)

が右剰余集合H\Gの完全代表系 Rによらないことを証明しよう. H i(H,M)は, §B.2
の制限関手ResGH を用いると,厳密にはH i(H,ResGH(M))であることに注意しておく.
§2.a (6)において述べたように,上記のコチェインの対応はコチェイン複体の準同型射

Cor : C∗(H,ResGH(M)) −→ C∗(G,M)

をひき起こす. この準同型射はM について関手的である,すなわち δ関手の自然変換

Cor : H∗(H,ResGH(−)) −→ H∗(G,−) (B.5)

を与える. 定理B.3 (3)と命題 2.3からH∗(H,ResGH(−))は普遍的 δ関手である (§2.a (3)
の証明を参照). したがって (B.5)は 0次の成分 Cor : (−)H → (−)Gで決まるが,明ら
かにこれは完全代表系 Rによらない. ゆえに (B.5)も Rによらない. □

定理 B.5 M ∈M disc
G に対して次が成り立つ.

(1) 次の図式は可換である:

H i(G,M)
Res // H i(H,M)

Cor //

≀

H i(G,M)

H i(G,M) ι // H i(G, IndHG (M)) Tr // H i(G,M)

ただし中央の縦の同型は Shapiroの補題 (命題 2.3)による標準同型を表し, ιと
TrはそれぞれG準同型 (B.3)と (B.4)がひき起こす写像を表す.
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(2) Cor ◦ Res : H i(G,M)→ H i(G,M)は (G :H)倍写像である.

証明の概略. (2)は (1)から従う. (1)は上で述べた「Corが Rによらないことの証明」と同様
の議論により i = 0の場合に帰着される. i = 0の場合は直接計算で容易にわかる. □

離散的G加群の双加法的写像 µ : M ×M ′ → M ′′に対し,次の離散的G加群の図

式が可換である:

IndHG (M)×M ′

Tr× id
��

id× ι // IndHG (M)× IndHG (M
′)

µ′ // IndHG (M
′′)

Tr
��

M ×M ′ µ // M ′′

ただし右上の µ′は f ∈ IndHG (M), f ′ ∈ IndHG (M
′)に対して連続写像

µ′(f, f ′) : G −→M ′′, x 7→ µ(f(x), f ′(x))

を対応させる双加法的写像を表す. M,M ′,M ′′ ∈M disc
G の場合, §2.a (7)の射影公式は

この図式の可換性と定理 B.5 (1)から従う.

補足 B.6 M などが一般の (離散的とは限らない)位相的G加群の場合, §2.a (6)の余制限写像
が Rによらないこと,および §2.a (7)の射影公式を証明するには,上で述べた議論とは全く種
類の異なる議論が必要である. ここではヒントとして, i = 0, 1の場合に余制限写像

Cor : H i(H,M) −→ H i(G,M)

が R によらないことの証明を与える. 一般にアーベル群のコチェイン複体 (A∗, dA) から
(B∗, dB)への 2つの準同型射 ξ∗, η∗ : A∗ → B∗に対し,

ξj − ηj = kj ◦ dA + dB ◦ kj−1 (∀j)

をみたす準同型 kj : Aj+1 → Bjの族 (kj)jを ξ∗から η∗へのホモトピーとよぶ. このような kj

が j = i− 1, iで存在すれば, ξ∗と η∗がひき起こすコホモロジーの準同型H i(A∗)→ H i(B∗)
は一致する. したがって,コホモロジーの余制限写像が Rによらないことを示すには, H\Gの
もう一つの完全代表系 R′を考えて, 2つの準同型射

ξ∗ = Rを用いて構成した準同型射 Cor : C∗(H,M)→ C∗(G,M),

η∗ = R′を用いて構成した準同型射 Cor : C∗(H,M)→ C∗(G,M)

の間のホモトピー (kj)j を構成すればよい. 以下では k0と k1の定義を述べておく. Gの元 g
に対し, Rに属する Hgの代表元を [g]と表し, R′ に属する Hgの代表元を ⟨g⟩と表す. この
とき,

k0 : C1(H,M) −→ C0(G,M), f 7→
∑
r∈R′

r−1 ·f(r[r]−1)

k1 : C2(H,M) −→ C1(G,M),

(k1(f))(g) :=
∑
r∈R′

r−1 ·
{
f(r[r]−1, [r]g[rg]−1)− f(rg⟨rg⟩−1, ⟨rg⟩[rg]−1)

}
と定義すれば,

ξ0 − η0 = k0 ◦ d, ξ1 − η1 = k1 ◦ d+ d ◦ k0

であることがわかる. 特に次数 1以下のコホモロジーの余制限写像は Rによらない.
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B.4 射影系についての補足

(An, tn)n∈N, (Bn, tn)n∈Nをアーベル群の射影系とする. (An, tn)n∈Nから (Bn, tn)n∈N
への準同型とは, アーベル群の準同型 φn : An → Bn (n ∈ N)の族 (φn)n∈Nで, tn ◦
φn+1 = φn+1 ◦ tn (n ∈ N)をみたすものをいう. アーベル群の射影系と準同型の系列

(An, tn)n∈N
(φn)n−→ (Bn, tn)n∈N

(ψn)n−→ (Cn, tn)n∈N

が完全であるとは,各 n ∈ Nについて系列An
φn→ Bn

ψn→ Cnが完全であることをいう.
ここで次の基本的な事実を復習しておく.

定理 B.7 (1) Mittag-Leffler条件をみたす集合の射影系 (Xn, tn)n∈Nにおいて,各Xn

は空でないと仮定する. このとき射影的極限 lim←− n∈N Xnは空でない.

(2) 0 → (An, tn)n∈N
(φn)n−→ (Bn, tn)n∈N

(ψn)n−→ (Cn, tn)n∈N → 0をアーベル群の射影系

の短完全系列とする. (An, tn)n∈NがMittag-Leffler条件をみたすならば,系列

0 −→ lim←−
n∈N

An

lim←− φn

−→ lim←−
n∈N

Bn

lim←− ψn

−→ lim←−
n∈N

Cn −→ 0

は完全系列である.

証明の概略. (Xn, tn)n∈Nを集合 (あるいはアーベル群)の射影系とするとき,合成写像

Xi
ti−1 // Xi−1

ti−2 // · · · tn // Xn

を ti,nと表す.
(1) n ∈ Nとする. 仮定から,十分大きな任意の νに対し Im(tν,n : Xν → Xn)は一定である.

これを Ynとおき,射影系 (Yn, τn)n∈Nを考える. ただし τn : Yn+1 → Ynは tn : Xn+1 → Xnが

ひき起こす写像を表す. 各 τnは全射だから,選択公理により射影的極限 lim←− n∈N Yn は空でな
い. よって lim←− n∈N Xnも空でない.

(2) lim←− ψn の全射性以外は容易なので省略する. lim←− ψn の全射性を示す. lim←− n∈N Cn の

元 c = (cn)n を任意に与え, Xn := ψ−1
n (cn)とおく. 準同型 tn : Bn+1 → Bn は写像 tn :

Xn+1 → Xn をひき起こすので, 集合の射影系 (Xn, tn)n∈N が得られる. もし (Xn, tn)n∈N が
Mittag-Leffler条件をみたすならば, (1)によって射影的極限 lim←− n∈N Xnは空でないから,その
元 bをとれば

(
lim←− ψn

)
(b) = cとなり, lim←− ψnは全射である.

以下では (Xn, tn)n∈NがMittag-Leffler条件をみたすことを示す. 自然数 nを任意に固定し,
ν ≥ n′ならば Im(tν,n : Aν → An) = Im(tn′,n : An′ → An)となるような n′ ≥ nをとる. 任意
の ν ≥ n′に対し

Im(tν,n : Xν → Xn) = Im(tn′,n : Xn′ → Xn) (B.6)

であることを示せばよい. ‘⊂’は自明なので ‘⊃’を示す. (B.6)の右辺の元 xを任意に与え,
tn′,n(y) = xなる y ∈ Xn′ を 1つ固定する. z ∈ Xν を任意の元とし, y′ := tν,n′(z)とおくと,
ψn′(y − y′) = cn′ − cn′ = 0だから φn′(a) = y − y′ なる a ∈ An′ がある. n′ のとり方から
tn′,n(a) = tν,n(b)なる b ∈ Aν が存在する. そこで z′ := z + φn′(b) ∈ Xν とおけば,

tν,n(z
′) = tν,n(z) + tν,n(φν(b)) = tn′,n(y

′) + tn′,n(φn′(a)) = tn′,n(y) = x

となる. ゆえに (B.6)の左辺は右辺を含む. □
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次の事実は本文で用いた.

定理 B.8 Mittag-Leffler条件をみたす集合の射影系 (An, tn)n∈Nを考える.

(1) (An, tn)n∈Nがアーベル群の射影系ならば,準同型写像

id−
∏
n∈N

tn :
∏
n∈N

An −−−→
∏
n∈N

An

は全射である.

(2) 各Anに離散位相を与えて位相空間とみなす. このとき任意の位相空間Xに対

し,集合の射影系 (Mapcont(X,An), τn)n∈NはMittag-Leffler条件をみたす. ただし

τn : Mapcont(X,An+1)→ Mapcont(X,An)

は tn : An+1 → Anがひき起こす写像を表す.

証明. (1) 各 n ≥ 1に対し Pn :=
∏n

i=1 Aiとおき,自然な射影 πn : Pn+1 → Pnによっ

て射影系とみなす. このとき次の短完全系列がある:

0 // An+1
ιn // Pn+1

θn // Pn // 0

ただし θnは (ai)
n+1
i=1 ∈ Pn+1を (ai − ti(ai+1))

n
i=1にうつす写像を表し, ιnは a ∈ An+1

を (tn+1,i(a))
n+1
i=1 にうつす写像を表す. tn+1,i : An+1 → Aiは定理 B.7の証明と同様に

定めた. さて, ιnと θnは tn, πnなどと可換だから,上記の短完全系列は射影系の短完
全系列とみなせる. よって (An, tn)がMittag-Leffler条件をみたすという仮定により

lim←− θn : lim←−
n∈N

Pn −→ lim←−
n∈N

Pn

は全射である (定理 B.7 (2)). 主張はこの全射性に他ならない.
(2) 簡単のため Yi := Mapcont(X,Ai)とおく. nを任意の自然数とし, ν ≥ n′なら

ば Im(tν,n : Aν → An) = Im(tn′,n : An′ → An)となるような n′ ≥ nをとる. 任意の
ν ≥ n′に対して

Im(τν,n : Yν → Yn) = Im(τn′,n : Yn′ → Yn) (B.7)

を示せばよい. ‘⊂’は自明なので ‘⊃’を示す. 右辺に属する連続写像 f : X → Anを

任意に与える. B := Im(tn′,n : An′ → An)とおき, tν,n : Aν → Anがひき起こす全射

Aν → Bの切断 s : B → Aνを 1つ固定する. f の像がBに含まれることに注意して,
合成写像

g : X
f−→ B

s−→ Aν

を考える. f と sの連続性から gは連続 (すなわち g ∈ Yν)であり, τν,n(g) = f である.
よって (B.7)の左辺は右辺を含む. □
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