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概 要

この記事では [37]に続き, Galois表現に関する基本的な topicについて概観する.

本稿ではGalois表現の理論に関連する topicとして, 一つ目に Chebotarevの密度定理
とその応用, 二つ目の話題として Fontaine-Mazur予想を紹介し, 最後にGalois表現に対
して定義される L関数についての様々な予想と知られている結果について解説を行う.

Chebotarevの密度定理は与えられた二つのGalois表現が同値となるかどうかの判定条件
を考察する際に重要な役割を果たす. 特に Frobenius元の固有多項式が一致すればGalois

表現が同値になるという結果がChebotarevの密度定理からどのように導かれるかという
ことを初めの節で紹介する. 次の節ではGalois表現がいつ代数多様体のétale cohomology

として得られるかという問題についての予想である Fontaine-Mazur予想を紹介し, さら
に保型形式のGalois表現との関連を説明する. 最後の節ではGalois表現に対して L関数
を定義し, 期待されている性質, 特に関数等式についての予想の定式化やArtin予想につ
いて解説を行う. 第二章の後半で楕円保型形式に付随するGalois表現の構成についての
ideaについて説明を加えたことと, 講演ではあまり触れることのできなかったChebotarev

の密度定理の証明の概略やGalois表現に対して定義される L関数についての関数等式の
予想の定式化を詳しく述べた点が講演内容との主な違いである.
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1 Chebotarevの密度定理
この章では代数体の Galois表現を調べる際に重要な役割を果たす Chebotarevの密度
定理とその応用についての紹介を行う. 代数体の絶対Galois群の表現の様子を調べる際,

Frobenius元たちの行き先をみることが重要であり, 実際, Frobenius元たちの像の trace

の情報で Galois表現の半単純化の様子が一意に定まってしまう. このことを示すのに
Chebotarevの密度定理が使われる. この節では初めにChebotarevの密度定理の内容を復
習し, その後にGalois表現の同値性判定条件について紹介し, 最後に Chebotarevの密度
定理の証明の概略について述べる..

1.1 自然密度と解析的密度

K を代数体, OK をK の整数環, SK をK のすべての素 idealのなす集合とする. また,

Sを SK の部分集合とする. このとき正の実数Xに対し

d(S, X) =
#{p ∈ S |#(OK/p) 5 X}
#{p ∈ SK |#(OK/p) 5 X}

とおく. lim
X→∞

d(S, X)が存在するとき, この極限の値 d(S) = lim
X→∞

d(S,X)を Sの自然密度

と呼ぶ. また,

dan(S, s) =

∑
p∈S #(OK/p)−s∑
p∈SK

#(OK/p)−s

とおき, lim
s→1+

dan(S, s)が存在するとき, この極限の値 dan(S) = lim
s→1+

dan(S, s)を Sの解析的

密度 (またはDirichlet密度)と呼ぶ.

注 1.1 Sが自然密度を持てばSは解析的密度も持ち, その値は等しい. しかし一般には逆
は成立しない. 例えば 10進展開したときに 1で始まる素数の集合 Sは解析的密度を持ち,

それは log10 2となるが自然密度は持たない(cf. [26]).

1.2 Chebotarevの密度定理とその応用

定理 1.2 (Chebotarevの密度定理) L/Kを代数体の有限次Galois拡大, σをGal(L/K)

の元, ∆L/K を相対判別式とする. また, C = [σ] := {τστ−1 | τ ∈ Gal(L/K)}を σの共役
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類とし,

S = {p : Kの素 ideal | [Frobp] = C, p - ∆L/K}

とおく. このとき Sは解析的密度を持ち, さらにその値は

dan(S) =
#C

# Gal(L/K)

で与えられる.

注 1.3 Chebotarevによるもともとの結果は上で述べたように解析的密度に関する結果で
あるが, Heckeによるより精密な議論(cf. [11])を適用することにより上記の定理の自然
密度版も証明することができる. なお, Chebotarevの密度定理にまつわる歴史について
はStevenhaganと Lenstra Jr.による解説 [31]に詳しく書かれているので興味のある方は
参照していただきたい.

次に Chebotarevの密度定理からすぐに得られる系を述べておく. K の素 idealの有限集
合Σに対して, KΣをΣの外で不分岐なKの最大のGalois拡大とし, GK,Σ = Gal(KΣ/K)

と書くことにする.

系 1.4 Xを共役で安定なGK,Σの部分集合で, 任意の p ̸∈ Σ に対してXは [Frobp]を含ん
でいるようなものとする. このときXはGK,Σの稠密な部分集合となる.

証明 GK,ΣはΣの外不分岐な有限次Galois拡大L/KのGalois群の射影極限としてGK,Σ =

lim←−Gal(L/K) と書くことができる. 一般にprofinite群 G = lim←− Gλ で各 λに対し射影
πλ : G→Gλ が全射となるものに対して, 部分集合 X ⊂ Gの閉包 X は X = lim←−πλ(X)

で与えられる. このことからX ⊂ Gが稠密な部分集合であることと任意の λに対しX

の G → Gλ での像が全体に一致することは同値であることがわかる. λを固定したと
き, Chebotarevの密度定理によって各Galois群Gλの元 σに対して [Frobp] = [σ]を満たす
素ideal pは無限に存在する. いま, XとしてGK,Σの中のFrobenius元全体の成す集合をと
るとXのG → Gal(L/K) (LはKのΣの外不分岐な有限次拡大体)での像は全体に一致
することがわかる. 以上からGK,ΣはFrobenius元たちの集合Xを稠密な部分集合として
含むことがわかる.(証明終わり)

1.3 Galois表現の同値性判定条件

Kを代数体とし, GKをその絶対Galois群とする. EをQpの有限次拡大とし, M をGK

の連続な作用を持つ有限次元E-線形空間とする.

M = M0 ) M1 ) · · · ) Mt = {0}

をE[GK ]-加群の減少列で, 各 i = 0, 1, . . . , t− 1に対しMi/Mi+1 が既約E[GK ]-加群 (つま
り {0}とそれ自身以外にに部分加群を持たないようなもの) になっているものとする. こ
のとき

M ss :=
t−1⊕
i=0

Mi/Mi+1
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のことをM の半単純化 (semisimplification)という. 特にM が半単純E[GK ]-加群である
こととM = M ssであることは同値である. 次の事実は山内氏の記事 [37]の附録にて証明
が与えられている.

定理 1.5 kを標数が 0の体, Λを k-代数とし, M1とM2を k上有限次元なΛ-加群とする.

このとき, 任意の a ∈ Λに対して TrM1(a) = TrM2(a)が成立すればM ss
1 とM ss

2 は Λ-加群
として同型となる.

この主張と上で述べたChebotarevの密度定理の系より次の事実が得られる.

系 1.6 (Galois表現の同値性判定条件) kを標数 0の位相体でK を代数体とする. Σを
Kの素点の有限集合とし, V1と V2を k上有限次元な連続 k[GK,Σ]-加群とする. このとき,

任意の p ̸∈ Σに対してTrV1(Frobp) = TrV2(Frobp)が成立すれば V ss
1
∼= V ss

2 となる. 言い換
えると

ρ1, ρ2 : GK → GLn(k)

を Σの外不分岐な連続なGalois表現とするとき, 任意の p ̸∈ Σに対して Tr ρ1(Frobp) =

Tr ρ2(Frobp)が成立すれば ρ1
ss ∼= ρ2

ssとなる.

kが有限体の場合は次のことが成立する.

定理 1.7 kを有限体, Kを代数体とし, ΣをKの素点の有限集合とする.

ρ1, ρ2 : GK → GLn(k)

をΣの外不分岐な連続なGalois表現とする.

(1) ρ1か ρ2のどちらか一方は既約と仮定する. このとき任意の p ̸∈ Σに対して,

Tr ρ1(Frobp) = Tr ρ2(Frobp)

が成立すれば ρ1
∼= ρ2となる.

(2) 一般に任意の p ̸∈ Σに対して,

det(1− ρ1(Frobp)) = det(1− ρ2(Frobp))

が成立すれば ρss
1
∼= ρss

2 となる.

上記のようなGalois表現の同値性判定条件についてはCarayol [4], Mazur [16]などに関
連する記述があるので参照していただきたい. 日本語で書かれた文献としては [23]がある
ので合わせて参照していただきたい.

1.4 Chebotarevの密度定理の証明の方針

まずはじめに L/Kが有限次 abel拡大の場合にChebotarevの密度定理を類指標に付随
する L関数の解析的性質を用いて証明する. これは古典的なDirichletの密度定理の証明
を一般化することで得られる.
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命題 1.8 L/Kを有限次abel拡大とする. 任意の σ ∈ Gal(L/K)に対して

S =

{
p : L/Kで不分岐なKの素 ideal

∣∣∣∣ (L/K

p

)
= σ

}
とおく. このとき dan(S) =

1

[L : K]
が成立する.

証明 類体論により, あるmodulus mと Im ⊃ H ⊃ {(α) |α ∈ K×, α ≡ 1 mod×m} となる
Imの部分群Hが存在して Im/H

∼=→ Gal(L/K)となる. 但し, Imはmと素なKの分数ideal

の成す群を表す. 指標 χ : Im/H → C×に対し,

L(s, χ) =
∏
p-m

(1− χ(p)Np−s)−1

とおく. このとき

log L(s, χ) =
∑
p-m

log(1− χ(p)Np−s)−1 =
∑
p-m

∞∑
n=1

χ(p)

n ·Npsn
=
∑
p-m

χ(p)

Nps
+
∑
p-m

∞∑
n=2

χ(p)

n ·Npsn

であり, 最後の式の第二項はRe(s) > 1
2
で収束するので

log L(s, χ)−
∑
p-m

χ(p)

Nps

は Re(s) > 1
2
で収束することがわかる. log L(s, χ)と

∑
p-m

χ(p)

Nps
は各々s = 1で発散する

ので

log L(s, χ) ∼
∑
p-m

χ(p)

Nps
(s→ 1+)

である (∼は両辺の比が s → 1+のとき 1に近づくことを意味する). いま, Gal(L/K)∨を
Galois群Gal(L/K)の指標群とすれば,

∑
χ∈Gal(L/K)∨

χ(p) =

{
[L : K] p ∈ H,

0 p ̸∈ H

なので ∑
χ

log L(s, χ) ∼ [L : K] ·
∑
p∈H

1

Nps
(s→ 1+)

となる. χ = χ0(自明な指標)のとき L(s, χ0) = ζK(s) ·
∏
p|m(1−Np−s) なので

log L(s, χ0) ∼ log ζK(s) ∼ log
1

s− 1
(s→ 1+)

である. 一方χ ̸= χ0ならばL(s, χ)は s = 1で正則かつL(s, χ) ̸= 0であることが知られて
いるので, 結局

[L : K] ·
∑
p∈H

Np−s ∼ log
1

s− 1

5



がわかる. 以上から

dan({p ∈ H}) =
1

[L : K]

が得られる. 他の共役類についても上の場合から従う.(証明終わり)

以下 L/K を abelとは限らない一般の有限次 Galois拡大とする. σ ∈ Gal(L/K)に対
し, ⟨σ⟩を σで生成されるGal(L/K)の部分群としM = L⟨σ⟩を σによって固定される L

の部分体とすれば, L/M は次数 f = #⟨σ⟩ の巡回拡大となる. また, Cを σの共役類とし,

c = #Cとおく. このとき

TM,σ :=

{
q : M の素 ideal

∣∣∣∣ (L/M

q

)
= σ, q ∩Kを pと書いたとき f(q/p) = 1

}
とおく. 但し, f(q/p) = [OM/q : OK/p] は q/pの相対次数を表す. 命題 1.8と f(q/p) = 1

が成り立つようなOM の素 idealの密度が 1であるという事実から

dan(TM,σ) =
1

f

が得られる.

次に,

TL,σ :=

{
P : Lの素 ideal

∣∣∣∣ (L/K

P

)
= σ

}
及び

TK,σ :=

{
p : Kの素 ideal

∣∣∣∣ (L/K

p

)
⊂ C

}
とおく. このとき次の補題が容易に示される.

補題 1.9 (1) α : TL,σ ∋ P 7→ P ∩ OM ∈ TM,σは全単射.

(2) β : TL,σ ∋ P 7→ P ∩ OK ∈ TK,σは ([L : K] · f−1 · c−1) : 1写像.

証明 (1)の証明: αが well-definedであることを示す. P ∈ TL,σ に対し q = P ∩ OM ,

p = P∩OKとおく. このときGal(LP/Kp) = ⟨σ⟩ である. ところが σはMqを固定してい
るのでMq = Kpである. ゆえに f(q/p) = 1. よって αはwell-defined.

次に写像の単射性を示す. f(P/q) = f(q/p)−1f(P/p) = f なのでPは qの上の唯一の
素 ideal (L/M は f 次拡大). ゆえに αは単射.

全射性を示す. q ∈ TM,σに対し, Pを任意の qの上の素 idealとする. このとき(
L/K

P

)
=

(
L/K

P

)f(q/p)

=

(
L/M

P

)
= σ

なのでP ∈ TL,σ. ゆえに αは全射.

(2)の証明: まず, p0 ∈ TK,σを一つ固定する. P0 ∈ TL,σを p0の上の素 idealとすると(
L/K

Pτ
0

)
= τ

(
L/K

P0

)
τ−1
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が任意の τ ∈ Gal(L/K)に対して成立する. さらに

τ

(
L/K

P0

)
τ−1 = σ ⇐⇒ τ ∈ CentGal(L/K)(σ)

となる (ここでCentGal(L/K)(σ)はGal(L/K)の σによる中心化群). よって,

GP0 = {σ ∈ Gal(L/K) |Pσ
0 = P0}

を分解群とするとき,

CentGal(L/K)(σ)/GP0 ∋ τ 7→ Pτ
0 ∈ {P ∈ TL,σ |P ∩ OK = p0}

は全単射を与える. いまGP0 = ⟨σ⟩であり, その位数は f である. また

Gal(L/K)/ CentGal(L/K)(σ) ∋ τ 7→ τστ−1 ∈ C

は全単射なのでCentGal(L/K)(σ) の位数は f であることがわかる. ゆえに

[CentGal(L/K)(σ) : GP0 ] = [L : K] · f−1 · c−1

である. よって, 各 p ∈ TK,σに対し, pの上の素 ideal P ∈ TL,σが丁度 [L : K] · f−1 · c−1個
存在することがわかる. (証明終わり)

Chebotarevの密度定理の証明: 上の補題の (2)により TM,σ ∋ q 7→ q ∩ OK ∈ TK,σ は
[L : K] · f−1 · (#C)−1 : 1写像であり, q ∈ TM,σに対しNM/Kq = pなのでNq = Np. ゆ
えに ∑

p∈TK,σ

1

Nps
=

f ·#C

[L : K]

∑
q∈TM,σ

1

Nqs
∼ f ·#C

[L : K]
· 1
f

log
1

s− 1
=

#C

[L : K]
· log

1

s− 1

であることよりChebotarevの密度定理が従う.

2 Fontaine-Mazur予想と保型形式に伴うGalois表現
この節では “幾何的なGalois表現”は必ず代数多様体のétale cohomologyの部分商とし
て得られるだろうということを主張するFontaine-Mazur予想についてはじめに紹介し, そ
の後で保型形式に付随するGalois表現との関連について見ていく. そして最後に (Deligne

による)楕円保型形式に付随するGalois表現の構成の概略について説明を行う.

2.1 幾何的なGalois表現とFontaine-Mazur予想

Kを代数体とし, kをQpの有限次拡大体とする. ここではGKの連続な作用を持つ k上
の有限次元線形空間のことをGalois表現と呼ぶことにする. この節では次のような問題
を考えることにする.

(1) Galois表現は (同型の差を除いて)どのくらいたくさんあるか?
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(2) 実際に非自明なGalois表現が構成できるか?

(3) (構成できた場合)それはどのような性質をもつか?

GKの構造が直接わかるわけではないので,そもそもGKの表現を作ること自体が非自明な
問題である. 従って, 上で述べたような問いに答えるのはそう易しくはないことがわかる.

二つ目の問いに対しては K 上の (滑らかな射影)代数多様体 X に対しétale cohomology

H∗ét(XK , Qp) を考えることで機械的に Galois表現を構成することができる. このとき
V = H∗ét(XK , Qp)へのGK への作用は次のような性質を持つ:

(1) 有限個の素点を除き V は不分岐, つまりほとんど全ての素点で V Iv = V (但し, Iv =

Gal(K/Kur)は vでの惰性群)となる (実は代数多様体X が素点 vで良い還元を持て
ば vでは不分岐).

(2) 全ての v|pで V |GKv
は potentially semistable (Faltings, 辻, Niziol + de Jong).

但し, V が pを割る素点 vで potentially semistableであるとはKvの有限次拡大Eが存在
して,

dimE0 (V ⊗Qp Bst)
GE = dimQp V

を満たすことであった (E0はEに含まれるQpの最大の不分岐拡大).

注 2.1 上の事実よりもっと強く Kv の有限次拡大体 L があって X は L 上で“local” に
semistable還元を持つだろうと予想されている (ある種の特異点解消定理と思うことも
できる). この予想から potentailly semistable性が導かれることがわかるが, 実は de Jong

によって示された semistable還元予想の弱い version (alterationの存在) から potentially

semistable性が示される.

一般のGalois表現の classを考えるのは広すぎるので次の様なある程度性質の良いGalois

表現の classを考えることにする.

定義 2.2 (幾何的なGalois表現) GKの連続な作用を持つQp上の有限次元線形空間 V が
次の二つの性質を満たすとき幾何的(geometric)であるという:

(1) V は有限個の素点を除き不分岐.

(2) 全ての素点で V はpotentially semistable 1.

注 2.3 pを割らない素点 vで V が potentially unipotent (つまりあるKvの有限次拡大体
Eが存在して, Eの惰性群 IEが V に unipotentに作用しているとき)V は vで potentially

semistableであるという. Grothendieckの monodromy定理により任意の Galois表現は
pを割らない素点 vで常に potentially semistableであることが知られているので幾何的
Galois表現の定義の (2)における, 「全ての素点で potentially semistable」という条件は
「pを割る素点で potentially semistable」という条件に置き換えても同値である.

先に述べたことから V が代数多様体のétale cohomologyから得られる場合は V は幾何
的である.

次の予想は初めの問いに対して一つの答えを与えてくれる.

1pを割らない素点で potentially semistableであるということの定義は次の注を参照のこと.
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予想 2.4 (Fontaine-Mazur予想 [9]) V をGK の作用を持つQp上の有限次元線形空間
とする. このとき V が既約で幾何的ならば, あるK上の滑らかで射影的な代数多様体X

とある整数 i, rが存在して, V はH i
ét(XK , Qp)(r)のある部分商と同型になる.

Galois表現が potentially abelianのときは上の予想が実際に成立することを Fontaine-

Mazurの論文では示している.

2.2 Fontaine-Mazur予想と保型形式に付随するGalois表現

次に保型形式に付随する Galois表現との関係を見ていく. 楕円保型形式に付随する
Galois表現の存在に関しては次の事実が知られている (cf. [29], [30], [6], [8], [25]).

定理 2.5 (Eichler, Shimura, Deligne, Deligne-Serre, Scholl) k, N を 1以上の整数
とし, χをmod N のDirichlet指標とする.

f(z) =
∞∑

n=1

an(f)e2πinz ∈ Sk(Γ0(N), χ)C

をnormalized Hecke eigenformとする. このときGQの作用を持つQp({an(f)}n=1)上の 2

次元線形空間 Vf が存在して以下の性質を満たす:

(1) Vf は既約でNpを割らない素点では不分岐. さらに k = 1の場合は pでも不分岐.

(2) Vf はoddな Galois表現. つまり c ∈ GQを複素共役とするとき, det (c|Vf ) = −1と
なる.

(3) Npを割らない素数 ℓに対し det(1 − Frobℓ ·X|Vf ) = 1 − aℓ(f)X + ℓk−1χ(ℓ)X2 を満
たす.

(4) (Scholl) k = 2と仮定する. このとき V |GQp
はde Rham表現. さらに pがN を割らな

いとき V |GQp
はcrystalline表現となる.

注 2.6 (1) この定理に現れる Vf のことを保型形式 f に付随するGalois表現という.

(2) 後で説明するようにDeligne [6]は affine modular曲線上の普遍楕円曲線から作られる
sheafを係数とするparabolic (étale) cohomology を用いてGalois表現の構成を行った.

Scholl [25]はより具体的に久賀-佐藤多様体と呼ばれる代数多様体 (定義は後で述べる)

を用いて保型形式に対応する (Grothendieck) motiveを構成し,その p進 realizationが
上で述べたGalois表現を与えることを証明した. 上記の定理の(4)の性質はSchollに
よる構成から従う事実であり, その意味でDeligneの構成よりも “強い”といえる. 特
にDeligneや Schollの構成法により保型形式に伴うGalois表現は幾何的であることが
わかる.

(3) 志村 [30]は重さが k = 2の保型形式を重さが 2の保型形式の列で p進的に近似できる
ことを示した. このことから定理の(3)の性質を満たすGalois表現の存在が重さ 2の
場合に帰着される. しかし, この構成法からは以下で述べるRamanujan予想 (Deligne

によりGalois表現の存在と同時に証明された) などは示すことはできない. この意味
でDeligneの構成は志村による構成よりも “強い”構成を与えているといえる.
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あとで詳しく述べるようにDeligneによるGalois表現の構成は幾何的な強い構成であるこ
とから (Deligneによって証明された)Weil予想を使うことで ℓでの Frobeniusの特性多項
式 (= ℓでのEuler因子)の根の絶対値を決定することができる. この事実からRamanujan

予想が従うことがわかる.

系 2.7 (Ramanujan予想, [6]) f(z) =
∑∞

n=1 an(f)e2πinz ∈ Sk(Γ0(N), χ)C をnormalized

newformとする. このとき任意の素数 ℓ - N に対し |aℓ(f)| 5 2ℓ
k−1
2 が成立する. つまり

αℓ, βℓをX2 − aℓ(f)X + χ(ℓ)ℓk−1 = 0の根とするとき |αℓ| = |βℓ| = ℓ
k−1
2 が成立する.

注 2.8 Ramanujanによるoriginalの予想は

f(z) = ∆(z) =
∞∑

n=1

τ(n)e2πin = e2πiz

∞∏
n=1

(1− e2πinz)24 ∈ S12(Γ0(1))C

の場合についての予想であった. この予想に関しては久賀道郎氏, 佐藤幹夫氏, 志村五郎
氏及び伊原康隆氏らの仕事により, Weil予想からRamanujan予想が導かれることが知ら
れており2, 最終的にDeligneがWeil予想を証明すると同時にRamanujan予想も解決した
ことになる.

実は以下で述べるように 2次元の幾何的Galois表現は全て上で述べたような保型形式に
伴うGalois表現として得られると予想されている.

予想 2.9 (Fontaine-Mazur [9]) Eを p進体とする. V をGQの作用を持つE上の 2次
元線形空間とし, V は既約で幾何的とする. さらに V はArtin表現(つまり像が有限で
あるような表現)のTate twistにはなっていないと仮定する. このとき, ある正の整数
k = 2, N = 1, 指標 χ : (Z/NZ)× → C×と整数 i ∈ Z に対し, normalized Hecke eigenform

f ∈ Sk(Γ0(N), χ) が存在して V ∼= Vf (i)となる.

注 2.10 (1) この予想についてはTaylor, Kisin, Khare-Wintenberger ([34], [14], [13])など
の最近の研究により解決に向けて大きな進展があった.

(2) 上の予想ではArtin表現の場合が扱われていないが, oddな Artin表現は重さが 1の
保型形式に伴うGalois表現として得られることが知られている (Khare-Wintenberger

によって証明された Serre予想から導かれる).

(3) 上の予想の仮定にはoddという条件が付いていないが, 既約で幾何的な表現は必ずodd

になるという部分も予想に含まれている. また, (totally) oddという条件は総実代数
体上の幾何的Galois表現に対する性質であり, 一般の場合は成立しない条件である.

例えば虚二次体上の楕円曲線に付随するGalois表現に対してはこの条件は成立しな
いことに注意する.

2.3 保型形式に付随するGalois表現の構成

ここでは定理 2.5で述べた保型形式に付随するGalois表現の構成の概略について説明す
る. 初めに方針を述べておくと重さが 2の時はmodular曲線の JacobianのTate加群から

2例えば, 佐藤 [24]などを見よ.
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得られるGalois表現をHecke対応を用いて切り取ることで構成される. 重さが 2よりも大
きな場合はDeligneに従い, affine modular曲線の parabolic cohomologyを用いた方法を
紹介する. より詳しいことに関しては斎藤 [23]やConrad [5]を参照していただきたい.

2.3.1 modular曲線

まずはじめにGalois表現の構成に必要となるmodular曲線について復習しておく

H := {z ∈ C | Im(z) > 0}

を上半平面とし, 正の整数N に対して,

Γ1(N) =

{(
a b

c d

)
∈ SL2(Z)

∣∣∣∣∣ a ≡ d ≡ 1, c ≡ 0 mod N

}

とおく. γ =

(
a b

c d

)
∈ Γ1(N)と z ∈ Hに対して γz =

az + b

cz + d
とおくと, これは Γ1(N)の

上半平面Hの上への作用を定める. この作用に関する上半平面Hの商空間 Y1(N)(C) =

Γ1(N)\Hについて考える. いま, 関手M1(N) : (scheme/Z[1/N ])→ Setsを

M1(N)(S) = {E :楕円曲線/Sと P : S → E : section of exact order N の組の同型類 }

によって定める. N = 4とする. このとき関手M1(N)はある Z[1/N ]上の smooth affine

曲線 Y1(N) によって表現される. Y1(N)(C)は Y1(N)のC-valued pointの集合とみなせる.

Y1(N)を level Γ1(N)の affine modular曲線と呼ぶ.

X1(N)(C) = Γ1(N)\(H ∪ P1(Q)) は Y1(N)(C)に cuspを付け加えた compact化となっ
ている. N = 5のとき, X1(N)(C)も Γ1(N)構造を持つ広義楕円曲線のmoduli として定
義されるZ[1/N ]上の曲線X1(N)のC-pointの集合とみなすことができる. X1(N)を level

Γ1(N)のmodular曲線と呼ぶ.

N = 4のとき, E1(N)→ Y1(N)を普遍楕円曲線とし, Y1(N)
0→ E1(N)を zero sectionと

する. このとき
ωY1(N) = 0∗Ω1

E1(N)/Y1(N)

とおく. また, N = 5のときE1(N)→ X1(N)を普遍広義楕円曲線とし,

ωX1(N) = 0∗Ω1
E1(N)/X1(N)

とおく. AをZ[1/N ]-代数とする. このとき k = 2に対しAを係数に持つKatzの意味での
保型形式の空間を

Mk(Γ1(N), A) = Γ(X1(N)A, ω⊗k
X1(N)A

),

Sk(Γ1(N), A) = Γ(X1(N)A, ω⊗k−2
X1(N)A

⊗ Ω1
X1(N)A

)

によって定義する. A = Cのとき, Katzの意味での保型形式の空間は古典的な意味での保
型形式の空間に一致する. A = Z[1/N ]のときは単に Sk(Γ1(N))などと書くことにする.
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2.3.2 Hecke対応

関手 T1(N,n) : (Scheme/Z[1/N ])→ Setsを

T1(N,n)(T ) = {ϕ : E1→E2 :次数 nの有限平坦射と

P : T → E1 : exact order N で ⟨P ⟩ ∩Ker ϕ = OE1となるものの同型類 }

によって定める. N = 4, n = 1のとき, 関手 T1(N,n)はある有限平坦 scheme T1(N, n)に
よって表現される. T 1(N, n)→ X1(N)を compact化したものへの自然な拡張とする.

s, t : T1(N,n)→ Y1(N)

をそれぞれ (E1
ϕ→ E2, P ) 7→ (E1, P ), (E1

ϕ→ E2, P ) 7→ (E2, ϕ(P ))によって定める. X1(N)

への拡張も再び s, tで書くことにする. s, tはそれぞれ

s∗ : Sk(Γ1(N)) = Γ(X1(N), ω⊗k−2
X1(N) ⊗ Ω1

X1(N))→ Γ(T 1(N, n), ω⊗k−2 ⊗ Ω1
T 1(N,n)

)

及び
t∗ : Γ(T 1(N,n), ω⊗k−2 ⊗ Ω1

T 1(N,n)
)→ Sk(Γ1(N))

を定める. このとき Tn = s∗ ◦ t∗とおく (Hecke作用素と呼ばれる). また d ∈ (Z/NZ)×に
対し, 関手M1(N)に自然な作用が定まる. この作用が誘導する Sk(Γ1(N))の上への作用
を ⟨d⟩によって表すことにする (diamond作用素と呼ばれる).

Tk(Γ1(N))Q = Q[Tn, ⟨d⟩|n = 1, d ∈ (Z/NZ)×] ⊂ End(Sk(Γ1(N))) を Hecke algebraと
呼ぶ.

2.3.3 重さが 2の保型形式の場合

J1(N)をX1(N)の Jacobianとする. TpJ1(N) = lim
←−

J1(N)[pn](Q) を J1(N)のTate加群

という. VpJ1(N) = TpJ1(N)⊗Zp Qpとおく.

定理 2.11 (Eichler-Shimura同型 (cf. Shimura [29])) N = 5と仮定する. このとき
T2(Γ1(N))⊗ R-加群の同型

H1(X1(N)C, Z)⊗ R→ HomC(Γ(X1(N)C, Ω
1
X1(N)C

), C)

が存在する.

この定理と cohomologyの比較定理 (cf. 三枝 [17])を用いることによりVpJ1(N)は rank 2の
自由T2(Γ1(N))Qp(:= T2(Γ1(N))Q⊗Qp)-加群となることがわかる. f =

∑∞
n=1 an(f)e2πinz ∈

S2(Γ1(N))Cを normalized eigenformとし, Q(f) = Q({an(f)}∞n=1)とおくと, これはQの
有限次拡大体となる. λを pを割るQ(f)の素点とする. このとき環準同型 T2(Γ1(N))Q →
Q(f)λを Tn 7→ an(f) によって定める. これを用いて

Vf,λ = VpJ1(N)⊗T2(Γ1(N))Qp
Q(f)λ
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と定義するとこれはGQのQ(f)λ係数の2次元表現を定める. J1(N)はNを割らない全ての
有限素点でgood reductionを持つのでVf,λもNpを割らない全ての有限素点で不分岐である
ことがわかる. ℓ - Nのとき, Frobℓ : J1(N)(Fℓ)→ J1(N)(Fℓ)を arithmetic Frobeniusとし,

Frobgeom : J1(N)Fℓ
→ J1(N)Fℓ

を geometric Frobeniusとする. det(1− Frobℓ ·X|VpJ1(N))

は整数係数多項式になり, Weil予想 (この場合はWeilによって証明されている) によりそ
の根の絶対値は ℓ

1
2 になる. また, ℓで不分岐であることから

det(1− Frobℓ ·X|VpJ1(N)) = det(1− Frobgeom ·X|VpJ1(N)Fℓ
)

もわかる. Galois表現の構成で鍵となるのは次の合同関係式である. 実際, 合同関係式を
示す部分が最も hardな部分と言える.

定理 2.12 (合同関係式 (cf. Shimura [29])) Tℓ = Frobgeom +⟨ℓ⟩Frob∗geom が成り立つ.

ここでFrob∗geomはFrobgeom のdual (Verschiebungと呼ばれる)から誘導される写像を表す.

合同関係式から

(1− Frobgeom ·X)(1− ⟨ℓ⟩Frob∗geom ·X) = 1− Tℓ ·X + ⟨ℓ⟩Frobgeom Frob∗geom ·X2

であり, さらに Frobgeom Frob∗geom = ℓとなる. ゆえに

det(1− Frobgeom ·X)det(1− ⟨ℓ⟩Frob∗geom ·X) = (1− Tℓ ·X + ⟨ℓ⟩ℓ ·X2)2

となることがわかる. しかし

det(1− ⟨ℓ⟩Frob∗geom ·X) = det(1− Frobgeom ·X)

となることがわかるので結局

det(1− Frobgeom ·X) = (1− Tℓ ·X + ⟨ℓ⟩ℓ ·X2)

が得られる. ゆえに Vf,λが f に付随するGalois表現を与えることがわかる.

2.3.4 重さが 2より大きい保型形式の場合

以下N = 4と仮定する. f : E1(N)→ Y1(N)を普遍楕円曲線とする. このときRqf∗Qp =

(lim←−Rqf∗Z/pnZ)⊗Qp とおき, さらにFk−2
p = Symk−2 R1f∗Qp と書くことにする. このと

きFk−2
p は Y1(N)上の smooth p-adic sheafを与える. 同様にFk−2 = Symk−2 R1f∗Qと書

くことにする.

W k
p (N) = H1

par(Y1(N)Q,Fk−2
p ) := Im[H1

c (Y1(N)Q,Fk−2
p )→ H1(Y1(N)Q,Fk−2

p )]

を parabolic cohomologyと呼ぶ. ここでH1
c (Y1(N)Q,Fk−2)は compact support付き coho-

mologyを表す. また同様に

W k(N) = H1
par(Y1(N)(C),Fk−2) := Im[H1

c (Y1(N)(C),Fk−2)→ H1(Y1(N)(C),Fk−2)]

とおく.
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定理 2.13 (Eichler-Shimura同型 (cf. Deligne [6])) Tk(Γ1(N))⊗C-加群としての同型

W k(N)⊗ C→ Sk(Γ1(N))C ⊕ Sk(Γ1(N))C

が存在する. 但し Sk(Γ1(N))C = {f(z) | f ∈ Sk(Γ1(N))C} はanti-holomorphicな保型形式
の空間を表す.

この結果と比較定理よりW k
p (N)が階数 2の自由 Tk(Γ1(N))⊗Qp-加群であることが従う.

f =
∑∞

n=1 an(f)e2πinz ∈ Sk(Γ1(N))Cを normalized Hecke eigenformとし,

Q(f) = Q({an(f)}∞n=1)

とおくと, 重さが 2の場合と同様にQ(f)はQの有限次拡大体となる. λを pを割るQ(f)

の素点とする. このとき環準同型 Tk(Γ1(N))Q → Q(f)λを Tn 7→ an(f) によって定め, こ
れを用いて

Vf,λ = W k
p (N)⊗Tk(Γ1(N))Qp

Q(f)λ

と定義するとこれはGQのQ(f)λ係数の 2次元表現を定める. Vf,λもNpを割らない全て
の有限素点で不分岐であることがわかる.

重さが 2以上の場合のGalois表現の構成の重要な stepはやはり次の合同関係式を示す
部分である.

定理 2.14 (合同関係式 (cf. Deligne [6])) ℓをNpを割らない素数とするとき

Tℓ = Frobgeom +⟨ℓ⟩Frob∗geom

が成り立つ.

この合同関係式から重さが 2の場合と同様に Vf,λが f に付随するGalois表現を与えてい
ることが証明できる.

最後にDeligneの構成から何故Ramanujan予想が導かれるかということについてもう
少し詳しく述べておく. N = 5とし, E1(N)k−2をX1(N)上の普遍広義楕円曲線E1(N)の
X1(N)上 k− 2回 self fiber productをとったものとし, E1(N)k−2をE1(N)k−2の (Deligne

による)canonical desingularizationとする (この代数多様体は久賀-佐藤多様体と呼ばれて
いる). このとき Vf,λはHk−1(E1(N)k−2

Q , Qp) の部分商として現れることがわかる. Weil予

想によって ℓでの FrobeniusのHk−1(E1(N)k−2

Q , Qp) への作用に関する固有値の絶対値は

ℓ
k−1
2 であるから, Vf,λの特性多項式の根も絶対値が ℓ

k−1
2 であることがわかる. いま, Vf,λ

のFrobeniusの特性多項式が fの ℓでのEuler因子に等しいことからRamanujan予想が従
うことがわかる.

3 Galois表現から定まるL関数
ここでは代数体のGalois表現に対して L関数を定義して, 特にそのGalois表現が幾何
的な場合, 特に (射影的で滑らかな)代数多様体のétale cohomologyから得られる場合には
どのような解析的性質を持つと期待されているかについて説明する. 最初にmotiveや代
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数多様体のétale cohomologyから得られるGalois表現に対して Euler因子や L関数の定
義を行ったのは Serre [28]である. 後で述べるように Serreは Euler因子の持つ性質に関
して基本的な予想を提出し, さらにEuler因子の積をとって定義される globalなL関数の
関数等式の形に関し, Galois表現から定まる様々な不変量を用いて予想を定式化した. ま
た Serreの論文が出た当時は p進Hodge理論などはまだ登場していなかったため特に p進
Galois表現に対して “ℓ = p”でのEuler因子などはどのように定義すれば良いかなどは知
られていなかったが現在では p進Hodge理論の言葉を用いて定義することができるよう
になったことを注意しておく.

3.1 L関数の定義

Kを代数体, EをQpの有限次拡大体とし, 埋め込みQ ↪→ Qpをひとつ固定する.

定義 3.1 (Galois表現のEuler因子) V をGKの連続な作用を持つE上の線形空間とす
る. このときKの素点 vに対し, E係数の多項式 Pv(V, T )を

Pv(V, T ) :=

{
det(1− Frob−1

v ·T |V Iv) (v - pのとき),

det(1− φ[Kv,0:Qp] · T |Dcris(V )) (v|pのとき)

によって定義する. 但し Ivは vでの惰性群であり, Kv,0はKvに含まれるQpの最大の不
分岐拡大体, Dcris(V ) := (Bcris ⊗Qp V )GKv , φはFrobeniusを表す.

V が幾何的ならある代数体F (⊂ E)があって,全ての有限素点vに対して, Pv(V, T ) ∈ OF [T ]

となると予想されている (OF は F の整数環). V = H i
ét(XK , Qp)の場合であれば, ほとん

どの vでこのことは成立する. いま V の L関数を形式的に

L(V, s) :=
∏

v:有限素点

Pv(V,Nv−s)−1

と定義する.

例 3.2 V = Qp(r)とする. ℓ ̸= pのとき, Frob−1
ℓ のQp(r)への作用は ℓ−r倍で与えられる.

よって, このときは
Pℓ(V, T ) = (1− ℓ−r · T )

となる. ℓ = pのときも Pp(V, T ) = (1− p−r · T )となる. ゆえに, このときは

L(V, s) =
∏

ℓ:素数

(1− ℓ−r−s)−1 = ζ(s + r)

となる(ζ(s)はRiemannの ζ関数).

例 3.3 EをQ上の楕円曲線とする. 素数 pに対して

TpE := lim
←−

E[pn],

VpE := TpE ⊗Zp Qp
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と定義する. V = (VpE)∗ := Hom(VpE, Qp) ∼= H1
ét(EQ, Qp)とおく. はじめにEは ℓで良

い還元を持つと仮定する. このとき ℓ ̸= p, ℓ = pのいずれの場合も

Pℓ(V, T ) = 1− aℓ(E)T + ℓT 2

となる. 但し, aℓ(E) := 1 + ℓ−#E(Fℓ)とおいた. Eは ℓで悪い還元を持つときは

Pℓ(V, T ) =


1− T Eが ℓで分裂乗法的還元を持つとき,

1 + T Eが ℓで非分裂乗法的還元を持つとき,

1 Eが ℓで加法的還元を持つとき

となる.

3.2 Galois表現の導手

以下では, 簡単のためQℓ係数の有理数体の絶対Galois群Gal(Q/Q)の表現についての
み考えるが, より一般に, Qℓの代わりにQℓの有限次拡大体, Gal(Q/Q)の代わりに代数体
Kの絶対Galois群Gal(K/K)に置き換えて考えても同様である.3

3.2.1 不変量 ε, δ, f

ℓと pを互いに異なる素数とし, V を次元 dのQℓ上の線形空間とする. ℓ進Galois表現

ρ : GQp = Gal(Qp/Qp) −→ AutQℓ
(V ) ≃ GLd(Qℓ)

に対して, ρの (Artin)導手の指数を次の様に定義する.

不変量 ε

Galois表現 V に対し
ε = codimV I = d− dimV I

とおく. 定義から, ε = 0と I = Ipの作用は自明であることは同値である.

不変量 δ

Grothendieck の定理より, I のある開部分群 I ′ が存在して, ρ(I ′)の元はすべて冪単
(unipotent)である. 以下, 適当に I ′ の開集合をとることで, I ′ は normalであると仮定
してよい. 整数 n ≥ 0に対して,

Vn = {x ∈ V | (ρ(g)− 1)nx = 0 for ∀g ∈ I ′}

とおくと, {Vn}nは V に, 増大する filtrationを定め, 各 Vnは I ′が Iの中で normal である
ことから, Iの作用で安定である. また, n≫ 0のとき, Vn = V である. さらにLie-Kolchin

の定理 (cf. p.135, 定理 7 [32])から, ρ(I)は (一様に)上三角化されることがわかる.

次に, V の次数化

grV =
∞⊕

n=0

Vn/Vn+1

3Notationの都合上ここからは ℓと pの使い方を今までとは逆にさせていただく.
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を考える. Iの作用は, 有限商Φ = I/I ′を経由することがわかる. ρ(I)は (一様に)上三角
化され, ρ(I ′)の固有値はすべて 1なので,

Trρ : Φ −→ Qℓ, g 7→ trace(ρ(g))

はwell-definedである.

KΦ/Qunr
p をΦに対応する, Qunr

p の有限次拡大とする (I = Gal(Qp/Qunr
p )に注意). vΦを

KΦの正規化された付値 (Zに値をとる)とし, tをKΦの素元とする (つまり vΦ(t) = 1な
るKΦの元のこと). 次の関数 bΦを考える:

bΦ(g) = 1− vΦ(g(t)− t), g ∈ Φ \ {1}, bΦ(1) = −
∑
g ̸=1

bΦ(g).

関数 bΦはΦの Swan指標と呼ばれる. 実際, 関数 bΦはΦの指標になっている (cf. [27]).

不変量 δは二つの指標 bΦとTrρの scalar積によって定義される:

δ = ⟨Trρ, bΦ⟩ =
1

♯Φ

∑
g∈Φ

Trρ(g)bΦ(g).

δは I ′の取り方に依らず, さらに整数となることが知られている. δ = 0であることと,

wild-part Iw = Gal(Qp/Qtame
p )(⊂ I)が gr V に自明に作用することは同値である. それは

結局, Iの V への作用が unipotentである, つまり, Grothendieck の意味で semi-stable で
あることと同じである.

不変量 f

上で見たように, ρ = ρp : GQp −→ Aut(V )が与えられたら, ε = ε(ρ), δ = δ(ρ)が定ま
る. この二つの不変量を用いて,

f = f(ρ) := ε + δ

とおき, これを ρの導手の指数と呼ぶ.

3.2.2 Gal(Q/Q)の ℓ進表現の導手

V を次元 dのQℓ上の線形空間とする.有限個の素数を除いて, 不分岐な ℓ進Galois表現

ρ : G = Gal(Q/Q) −→ AutQℓ
(V ) ≃ GLd(Qℓ)

に対して, ρの (Artin)導手を次の様に定義する. 各素数 p ̸= ℓに対して, ρ|GQp
の導手の指

数を fpとするとき,

N = N(ρ) :=
∏
p̸=ℓ

pfp

を ρのArtin 導手という. 定義よりN は ℓと素な正の整数である.
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3.2.3 代数多様体に付随する ℓ進表現の導手

pと ℓを異なる素数とする. XをQp上定義された次元 dの非特異射影的代数多様体とす
る. 整数m ≥ 0に対して, Vℓ := Hm

ét (XQp
, Qℓ)とおく. GQp = Gal(Qp/Qp)は Vℓに連続に

作用し, 表現 ρℓを得る. このとき以下のような予想が自然に導かれる (Serre [28]による).

予想 (C3) ρℓから定まる不変量 ε, δ, f は ℓに依らない.

δに関してはより正確なことが予想されている:

予想 (C4) Trρℓ|Ip は Zに値をとり, かつ ℓに依らない.

P (Vℓ, T ) = det(1 − T · Frob−1
p |Vℓ

Ip)を幾何的 Frobenius Frob−1
p の Vℓ

Ip への作用の固有
多項式とする (T は変数).

予想 (C5, ℓ-非依存性) P (Vℓ, T )は Z係数の多項式であり, ℓに依らない.

予想C5を仮定すると, P (Vℓ, T )は ℓに依らないので, 適当に ℓを 1つとって

P (T ) := P (Vℓ, T )

とおく. C上でこの多項式を分解しておく:

P (T ) =
r−ε∏
i=1

(1− αiT )

ここで, r = rankQℓ
Vℓとおいた. この値も ℓに依らない. また, ε = r − dimQℓ

Vℓ
Ipであった

ことに注意する.

予想 (C6) すべての αiに対し, ある整数m(αi), 0 ≤ m(αi) ≤ mが存在して, |αi| = p
m(αi)

2

が成り立つ.

予想 (C7) ε = 0(不分岐な場合)のとき, m(αi) = m.

注 3.4 予想C5, C6, C7はFrobenius写像の作用に関することなので, つまりGQpの Vℓ
Ipへ

の作用に関する予想であると考えることができる. Ipの固定化部分に制限しない場合は次
の予想がある.

予想 (C8) g ∈ GQp をGQp/Ip = Gal(Fp/Fp)に送ると, 幾何的 Frobenius Frob−1
p の冪に対

応しているような元とする. このとき, ρℓ(g)の Vℓへの作用の固有多項式はQ係数であり,

ℓによらない.

Xが vで良い還元を持つ場合, これらの予想はWeil予想から従う. 特に予想C6におい
てm(αi) = mとなる. X が悪い還元を持つときは一般には未解決であるが次のようなこ
とが知られている.

(1) (Grothendieck) m 5 1であれば予想 C5 が成立する. これは Abel多様体の Néron

modelを用いることで証明される.
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(2) 予想C6に関しては |αi| = p
m(αi)

2 を満たすような整数m(αi), 0 ≤ m(αi) ≤ 2mが存在
することがWeil予想, de Jongの alterationとweight spectral sequenceを用いて証明
されている. さらにweight monodromy予想を仮定すると予想C6が言えることも証
明されている. m 5 2ならば weight monodromy予想は証明されているので予想 C6

はm 5 2のときは証明されていることになる. また, weight monodromy予想はXが
久賀-佐藤多様体や志村曲線上の久賀-佐藤多様体の類似の場合 (Saito [20], [22])やX

が pで p進一意化を持つような場合 (cf. Ito [12] )についてには証明されており, その
場合の予想C6も証明されていることになる. weight monodromy予想については本報
告集の三枝氏の論説 [17]にて詳しく解説されているので是非参照していただきたい.

(3) 斎藤毅氏の結果により予想 C5は Tate予想の一部と weight monodromy 予想から導
かれることが分かっている (Saito [21]).

XをQ上の滑らかな代数多様体とし, V = Hm
ét (XQ, Qℓ)とおく. また, Xに対し悪い還

元を持つ素点の集合を Sとおく. Weil予想から特に次のことがわかる.

定理 3.5 V = Hm
ét (XQ, Qℓ)のとき

LS(V, s) =
∏
p̸∈S

Pp(V, p−s)−1

はRe(s) > m
2

+ 1で絶対収束する.

一般に次のように予想されている.

予想 3.6 V = Hm
ét (XQ, Qℓ)のとき L(V, s)はC上に有理型に解析接続される.

後で述べるように L(V, s)の整数点における解析的性質 (極や零点の様子)にはX の幾何
的な性質 (代数的 cycleの情報)が反映すると予想されている.

3.3 mod ℓ 表現と ℓ進表現の導手の関係

有限個の素数を除いて, 不分岐な ℓ進Galois表現

ρ : GQ = Gal(Q/Q) −→ Aut(V ) ≃ GLn(Qℓ)

を考える. V のGQ-stableなZℓ-格子 T をとる (このようなものはいつでも取ることができ
る). これより, mod ℓ 表現

ρ : GQ −→ Aut(T )
π−→ Aut(T/ℓT ) ≃ GLn(Fℓ)

を得る (πは reduction map). ρの像は有限群なので, 各素数 ℓに対して, Kℓ = QKerρ|Iℓ は
Qの有限次拡大である. あとは, KΦをKℓに取り替えることで, 同様に, N(ρ)が定義され
る. N(ρ)とN(ρ)の関係は以下のように与えられる.

定理 3.7 N(ρ) = N(ρ)
∏
p̸=ℓ

ℓdimρIp−dimρIp
.

証明. 表現を分解群Gp = Gal(Qp/Qp)に制限し, 導手の指数について考察すればよい.

Iw
p をwild inertia subgroupとすると, πの核は pro-ℓ 群なので, ρ(Iw

p ) ≃ ρ(Iw
p )が成り立つ.

定理はこのことと導手の定義から従う. (証明終わり)
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3.4 L関数の関数等式についての予想

ここでは Serre [28]に従ってHasse-Weil L関数の関数等式に関する予想の定式化を紹介
する. Xを代数体K上の滑らかで射影的な代数多様体とし, V = Hm

ét (XK , Qℓ)とおく. こ
のとき無限素点における Γ因子をそれぞれ

ΓR(s) := π−
s
2 Γ(s/2),

ΓC(s) := ΓR(s)ΓR(s + 1) = 2(2π)−sΓ(s)

と定義する4. K ↪→ Cを固定して, singular cohomology (Betti cohomologyとも呼ばれる)

Hm
sing(X(C), C) = Hm

sing(X ×Spec K Spec C, C)

を考える. singular cohomology Hm
sing(X(C), C)はHodge分解

Hm
sing(X(C), C) =

⊕
p+q=m

Hp,q(X)

を持つ (但し Hp,q(X) = Hq(X, Ωp
X/C)とおいた). このとき hp,q = dimCHp,q(X)とおく.

またmが偶数のとき

H
m
2

,±(X) := {x ∈ H
m
2

, m
2 (X) | xc = ±x}

(cは複素共役)とおき,

h
m
2

,± := dimCH
m
2

,±(X)

と定義する. このとき,

L∞(V, s) :=

{∏
p<q ΓC(s− p)hp,q

mが奇数の時,∏
p<q ΓC(s− p)hp,q · ΓR(s− m

2
)h

m
2 ,+ · ΓR(s− m

2
+ 1)h

m
2 ,−

mが偶数の時

と定義する. N を Ind
GQ
GK

V のArtin導手, dK/QをK/Qの判別式とするとき

A = N · |dK/Q|dimQHm
sing(X(C),Q)

とおく. 最後に
ξ(V, s) := As/2L(V, s)L∞(V, s)

とおく. このとき次のような関数等式が成り立つと期待されている.

予想 3.8 (関数等式, [28]) ξ(V, s)はC上に有理型に解析接続され, 関数等式

ξ(V, s) = w · ξ(V,m + 1− s)

を満たす(但しw = ±1).

4この Γ因子の定義は Deligne [7]による. ここで用いた定義は Serre [28]のものとは若干異なるが L因
子の basechangeとの compatibilityという観点からすれば Delingeの定義の方が自然である
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注 3.9 (1) 関数等式の予想に現れる関数等式の符号w = ±1も実は ε-因子の計算により
予想することができる(Deligne [7]). 例えばmが偶数のときは斎藤毅氏の結果[19] に
よりw = 1でなければならないことが証明されている.

(2) 代数多様体のL関数の関数等式の中心における零点の位数に関するBeilinsonとBloch

の予想(cf. [1]) によればmが奇数の時は

ords=k L(Hm(XQ, Qℓ), s) = rankZCH
m+1

2 (X)0

となると予想されているので関数等式の符号は

w = (−1)rankZ CH
m+1

2 (X)0

となることが予想される. ここで CH
m+1

2 (X)0 はhomologicalに自明な cycleのなす
Chow群CH

m+1
2 (X)の部分群を表す.

例 3.10 (1) X = Spec Q = {1点 }とする. V = Qℓ = H0
ét(XQ, Qℓ) のとき

ξ(V, s) = π−
s
2 Γ(s/2)ζ(s)

であり, ξ(V, s)は関数等式 ξ(V, 1− s) = ξ(V, s)を満たす.

(2) EをQ上の楕円曲線とする. このとき V = H1
ét(EQ, Qℓ)とおけば,

ξ(V, s) = 2N
s
2 (2π)−sΓ(s)L(E, s)

となる. 但し, Nは楕円曲線Eの導手を表す. このとき, Wiles [36], Taylor-Wiles [33],

Breuil-Conrad-Diamond-Talyor [2]らの結果により, 重さが 2, level N の保型形式 f

が存在して, L(V, s) = L(Vf , s)となる. このことより ξ(V, s)は関数等式 ξ(V, 2− s) =

±ξ(V, s)を満たすことがわかる.

注 3.11 例えば V が二次元のGalois表現の時, V が保型形式に伴うGalois表現に一致す
ることが分かれば, 関数等式の予想を満たすことがわかる. 上の (2)の例は実際にその方
針で証明された結果である. より高次元でも保型形式に伴うGalois表現が構成されてい
る場合があり, 関数等式などの解析的性質も知られている場合がある5. Galois表現に伴う
L関数の解析接続や関数等式の予想を証明するには今のところmodularity予想を示す道
のりしか知られていないようである.

3.5 Artin予想

ここでは山内氏の稿で紹介されたArtin表現に対してL関数を定義し, そのL関数の正
則性に関するArtin予想について述べる. Kを代数体とし, V をGK の連続な作用を持つ
C上の n次元線形空間とする. このような V から得られる表現

ρ : GK → AutC(V ) ∼= GLn(C)

5例えばGLnの保型表現に伴う (標準)L関数の関数等式はGodement-Jacquet [10]により示されている.
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のことをArtin表現と呼ぶのであった. さらに山内氏の稿で述べられているようにArtin

表現の像は必ず有限となる. Artin表現 ρに対し, その L関数を

L(ρ, s) :=
∏

v:K の有限素点

det(1− Frobv ·Nv−s|V Iv)−1

と定義する. Artin表現から得られるL関数はArtin L関数と呼ばれる. このとき誘導表現
に関するBrauerの結果よりL(ρ, s)はHecke指標に付随するL関数の積と商で表わされる
ことがわかる. この事実によりL(ρ, s)は複素平面上に有理型に解析接続され, ある関数等
式を満たすことが従う. ρが非自明で既約な場合にはArtinは次のような予想を提出した.

予想 3.12 (Artin予想) ρを非自明かつ既約なArtin表現とする. このときL(ρ, s)は全複
素平面上に正則に解析接続される.

注 3.13 ρが自明な場合は L(ρ, s)はRiemannの ζ 関数に一致する. よく知られているよ
うにRiemannの ζ関数は s = 1で一位の極を持つので整関数ではない. また, n = 1の場
合は対応する L関数は類体論によって有限位数のHecke 指標に付随する L関数 (K = Q
のときはDirichletのL関数) と一致することがわかり, Hecke指標に付随するL関数は指
標が非自明ならば正則に解析接続されることが知られているので, この場合はArtin予想
が成立することがわかる.

Artin予想には次のような強い versionがある6.

予想 3.14 (強Artin予想) ρを非自明かつ既約なArtin 表現とする. このときGLn(AK)

の尖点的な保型表現 π が存在して, L(ρ, s) = L(π, s)となる.

Godement-Jacquet [10]によりGLn(AK)の尖点的な保型表現 πに付随するL関数L(π, s)

はC上に正則に解析接続されることが知られているので, 強Artin予想からArtin予想が
導かれることがわかる. n = 2, K = Qで ρが oddの場合の強Artin予想に関しては山内氏
の解説でも述べられたようにLanglands [15], Tunnell [35], Buzzard, Dickinson, Shepherd-

Barron, Taylor [3]などの多くの先駆的研究の後, 最終的にKhareとWintenberger により,

次の結果が証明された.

定理 3.15 (Khare-Wintenberger [13]) ρ : GQ → GL2(C)を既約でoddなArtin表現と
する. このとき, ある重さが 1のNeben-type 楕円尖点形式 fが存在して, L(ρ, s) = L(f, s)

を満たす. 特に, L(ρ, s)はC上に正則に解析接続される.

注 3.16 ρが既約でevenな 2次元 Artin 表現の場合は L(ρ, s)はMaass形式に付随する L

関数に一致するだろうと予想されている.

謝辞 この原稿を読んで commentをしていただき, さらに多くの間違いを指摘し訂正して
いただきました落合理さん, 山内卓也さん, 加塩朋和さんにこの場を借りて感謝を述べさ
せていただきたいと思います.

6これは Langlandsの関手性予想の特別な場合である.
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